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概要

物質の性質を自在に設計・制御することは凝縮系物理学の究極の目標の一つとい

えるが、物性制御の新たな可能性を切り開く試みとして、光誘起相転移の研究が挙げ

られる。新たに光という自由度を導入することは、単に既存の相図に新しい軸を加

えることに留まらず、動的に物性をスイッチングできる可能性をもたらしたり、強い

外場によって起こる非平衡現象を利用することで平衡状態では思いもかけないよう

な状態を実現させたりといった、質的に新しい物理を生み出す舞台を提供する。一

般には強い外場のもとでの非平衡状態を微視的な理論に基づいて解析することは困

難であるが、外場が時間に関して周期的である場合には、Floquetの定理を用いて非
平衡系のダイナミクスを実効的な平衡系の問題と対応づけることで、多くの情報を

引き出すことができる。特に近年では、外場のもとで異なる時刻のハミルトニアン

が非可換となることに起因する量子効果によって、トポロジカル量子相をはじめと

するさまざまな新奇相が実現される可能性が議論されている。本講義では、周期外

場に駆動された量子系を対象として、Floquet理論を用いた物性の解析方法や、様々
な新奇量子相の実現方法の理論提案について基礎的な部分から解説する。

はじめに

この講義ノートの主題である周期駆動量子系とは、時間に関して周期的な外場によって

駆動された量子系のことである。量子系の時間発展は時間依存 Schrödinger方程式

iℏ
∂

∂t
|Ψ(t)⟩ = Ĥ(t)|Ψ(t)⟩ (1)

によって記述され、外場の効果は系を記述するハミルトニアン Ĥ に含まれるパラメータ

の時間変化によって表現される。すなわち、この講義で扱う対象は、外場の周期を T とし

たとき
Ĥ(t) = Ĥ(t+ T ) (2)



なる周期性を満たす時間依存するハミルトニアン Ĥ(t)と、そのもとでの時間発展や定常

状態等の性質である。

通常の物性物理では多くの場合、時間依存する外場は時間依存しないハミルトニアンに

対する摂動として扱われ、平衡統計力学の枠組みの中で議論が完結する。ではその範囲を

超えて、系が強い外場に晒されており非平衡状態となっている場合の物性はどのように調

べたらよいだろうか？これは一般には難しい問題で、数値的に時間発展シミュレーション

を行ってみる他に手立てがないことも少なくない*1。

ところが外場が上に述べたような時間に関する周期性を備えている場合には、それを

足がかりにして具体的な時間発展を計算せずとも非平衡物性に関する様々な情報を引き

出せることがわかってきている。これを可能にするのは、数学的な道具としては線形微

分方程式の一般論である Floquet の定理である。Floquet の定理を量子力学 (時間依存

Schrödinger方程式)に応用することでもたらされる非自明な帰結を物性の解析に役立て

ようというわけである。Floquetの定理を量子力学に即して述べると以下のようになる：

Floquet の定理 ハミルトニアン Ĥ(t) が式 (2) で表される周期性を持つ場合、時間依存

Schrödinger方程式 (1)の一般解は以下の Floquet状態と呼ばれる正規直交関数

|Ψα(t)⟩ = |vα(t)⟩e−iϵαt/ℏ (3)

の線形結合で表すことができる。ここで |vα(t)⟩は

|vα(t+ T )⟩ = |vα(t)⟩ (4)

を満たす周期関数である。

この定理が固体物理では馴染み深い Bloch の定理とほとんど同じ形式を取っているこ

とにすぐ気づくであろう。そこから想像がつくように、量子力学における Floquetの定理

は、時間に関する並進対称性が離散的である場合に保存量としてのエネルギーは連続対称

性の場合からどのように修正されるべきか？という物理的な考察から自然に導くことがで

きる。この考察を深めていくと、周期駆動量子系の時間発展を計算する問題は固有値方程

式を解くことに帰着させられるということが複数の側面から見えてくる。つまり、周期駆

動系の時間発展はある種の時間依存しない有効ハミルトニアンに支配されているとみなす

ことができ、対応する平衡系の性質から非平衡状態がある程度理解できる。この点は元か

*1 外部環境を陽に考慮しない理論で本当に現実の非平衡状態がきちんと記述できるのか？陽に考慮するとし
たらどのように考慮すればよいのか？というより難しい問題も存在するが、その点に目をつぶって与えら
れた時間依存 Schrödinger方程式の性質を調べるというだけでも十分に難しい。



ら時間依存しない Schrödinger 方程式を扱っている Bloch の定理の場合には見られない

周期駆動量子系の大きな特徴である。

この特徴は凝縮系物理学としては物質相の制御への応用という観点で重要なものであ

る。平衡系の理論的な枠組みを周期駆動系の実効的な静的問題に拡張することで、温度・

圧力・化学ドーピングといった物質の相を制御する従来的な手段に、強いレーザー光のよ

うな本質的に非平衡的な方法を加えることができる。平衡系と同様の議論が展開できると

いう観点では、外場の持つ対称性が物質系の有効ハミルトニアンにも反映されるという点

が重要で、例えばレーザーの偏光を直線偏光に選ぶか円偏光に選ぶかに応じて異なる物性

が現れる。特に円偏光は時間反転対称性を破った外場であり、従来的な手段では実現の難

しい時間反転対称性の破れた相互作用を系に導入することが可能である。これは時間反転

対称性の有無が分類上重要となるトポロジカル相の制御に有用である。平衡系との類似性

がある一方で、非平衡状態に特有の新しい物理現象が現れうる点もレーザー光を物質相の

制御に用いる観点では重要な特徴である。

この講義ノートでは Floquet理論を用いた物性の解析を基礎から解説し、固体物理の標

準的なモデルであるタイトバインディング模型・Hubbard模型を題材として、レーザー

外場による周期駆動によってトポロジー・磁性・超伝導といった多彩な物理現象がいかに

制御できるかを議論する。第 1 章では上で述べた Floquet の定理を時間並進対称性の観

点から整理し、有効ハミルトニアンによる静的な描像がいかに現れるかを見る。Floquet

理論の枠組みを以ってしても一般の周期駆動系は平衡の問題と比べると扱いが難しいが、

駆動周波数が大きい極限からの摂動論を考えると、外場の強度に関する非摂動性を保った

まま扱いの容易な有効ハミルトニアンを得ることができる。第 2章ではこの高周波展開の

枠組みを解説する。第 3章では一旦一般論から離れ、相互作用しない電子系 (タイトバイ

ンディング模型)を題材として電子のバンド構造やバンドトポロジーのレーザー光による

変化やそれに付随する物理現象を紹介する。ここまでの内容は時間発展を特徴づける有効

ハミルトニアンとその固有値の持つ構造についての議論が主であるが、有効ハミルトニア

ンは平衡系と同様に統計力学的な性質をも特徴づけるのだろうか？周期駆動系の統計力学

は必ずしも完成された理論ではないが、相互作用のない簡単な系で分布を決定する処方箋

や、一般の相互作用する非可積分系についてこれまで得られている知見を第 4章では紹介

する。第 5章では強相関電子系の雛形である Hubbard模型を題材として、金属絶縁体転

移、磁性、トポロジー、超伝導といった物性のレーザー光による制御についての研究を、

筆者のこれまでの研究を中心に紹介する。

以下では ℏ = 1, 電子の電荷を −1, 格子定数を 1とする単位系を用いる。



参考文献について

量子系における Floquet 理論の入門的な解説としては、英文であればレビュー論文

[1, 2, 3]、和文であれば講義ノート [4] 等が挙げられ、併せて参照すると理解の助けにな

ると思われる。また、この講義ノートではカバーしきれなかった内容に、Floquet理論の

非平衡 Green 関数法への応用があるが、こちらについてはレビュー論文 [5] を参照され

たい。類似のトピックとして量子開放系の Floquet理論に関してはレビュー論文 [6]で詳

しく扱われている。また、Floquet状態の示す伝導現象についても触れる余裕がなかった

が、例えば久保公式の Floquet状態への拡張については [2, 3]にまとまった記述がある。

1 Floquetの定理

量子系が周期外場によって駆動されており、時間に依存するハミルトニアン Ĥ(t)が周

期 T の時間周期性
Ĥ(t) = Ĥ(t+ T ) (5)

を持つ系の一般的な性質を考察していこう。量子力学で考察の対象とする系の多くはハミ

ルトニアンが時間に依らない。そのためエネルギーが保存しており、エネルギー固有状態

を計算することで系の様々な性質を調べることが可能であった。駆動された系ではもはや

そのようなアプローチを取ることはできず、ほとんどの場合は Ĥ(t)の固有状態を考える

ことには意味がない*2。したがって基礎方程式としては時間依存 Schrödinger方程式

i
∂

∂t
|Ψ(t)⟩ = Ĥ(t)|Ψ(t)⟩ (6)

にまで立ち戻る必要がある。

Ĥ が時間依存しないとき問題が時間依存しない Schrödinger方程式に帰着されるのは、

エネルギーが保存しておりその固有状態が取れるため、すなわち対称性の観点では連続的

な時間並進対称性が存在するためであった。駆動が周期的である場合には周期 T の整数

倍だけ時間を並進させることに関する離散的な対称性が残っているので、その固有状態を

取ることができるはずである。そこでまずは時間を離散並進させる演算子を考えて、この

対称性に対応する「保存則」がどのように表されるかを見ていこう*3。

*2 系のパラメータ変化が遅い極限 (断熱極限) では Ĥ(t) の固有状態を用いて時間発展を書くことができる
ことが知られている (断熱定理)。

*3 対称性・保存則の有無を量子力学の言葉でどう表すか、という問題もハミルトニアンが時間依存する場合



1.1 離散並進の演算子

初等的な量子力学で学ぶように、時間依存 Schrödinger方程式の形式的な解は

|Ψ(t)⟩ = Û(t, t0)|Ψ(t0)⟩ (7)

と表すことができた。ここで時間発展演算子 Û(t, t0) は時間順序積 T を含む級数解の
形で

Û(t, t0) = T exp

[
−i
∫ t

t0

dt′Ĥ(t′)

]
(8)

:=

∞∑
N=0

(−i)N

N !

∫ t

t0

dt1· · ·
∫ t

t0

dtNT [Ĥ(t1) . . . Ĥ(tN )] (9)

と表される演算子である。すなわち、考察の対象となる時間の離散並進操作は、適当な時

刻 t0 を選んだとき n ∈ Zとして Û(t0 + nT, t0)と表される演算子である。

式 (9)の被積分関数の時刻を Ĥ(t) = Ĥ(t+ T )を用いて一斉にシフトすると、

Û(t+ T, t′ + T ) = Û(t, t′) (10)

なる性質を時間発展演算子が持つことがただちにわかる。特に、この性質と Û(t, t′) =

Û(t, t′′)Û(t′′, t′)から

Û(t0 + nT, t0) = Û(t0 + nT, t0 + (n− 1)T ) . . . Û(t0 + 2T, t0 + T )Û(t0 + T, t0) (11)

= [Û(t0 + T, t0)]
n (12)

が得られる。すなわち、
Û(t0 + T, t0) = e−iF̂T (13)

となるよう F̂ = iT−1 ln Û(t0+T, t0)を定義すると、時間依存 Schrödinger方程式の解が

|Ψ(t0 + nT )⟩ = Û(t0 + nT, t0)|Ψ(t0)⟩ (14)

= e−iF̂nT |Ψ(t0)⟩ (15)

と表されることになる。時間に依存しないハミルトニアン Ĥでの時間発展が |Ψ(t0+t)⟩ =
e−iĤt|Ψ(t0)⟩で表されたことを思い出すと、この表式は、離散的な時刻 t = t0 + nT に着

には見直しを迫られることに注意が必要である。特に、保存則とはある量が時間変化しないということで
あるから、一般には時間並進対称性がないときには何らかの概念的な拡張が必要なはずである。



図 1 周期駆動系における時間発展のイメージ。ここでは文献 [7] で議論されてい
る振動磁場中の古典電子が描く複雑な軌道を例に取り、これを黒い実線で図示した。

赤い点で示した離散的な時刻 t = t0 + nT, n ∈ Z のみに注目すると、横方向の等
速直線運動 (赤の点線) と等価であることがわかる。この古典系と対応する量子系
における波束の時間発展も同様な軌道を描くが、粗視化された時間発展を支配する

F̂ (t0) = iT−1 ln Û(t0 + T, t0)は有効質量のもとでの運動エネルギー (と波束の形状に
関する項)という簡潔な形で表される。

目するかぎり、系の時間発展は時間に依存しないハミルトニアン F̂ によるものと等価で

あるということを意味している。

t ̸= t0 + nT では F̂ による時間発展と Ĥ(t)による時間発展は当然異なるが、基準とな

る時刻 t0 をどのように取っても上記の性質は成り立つことに注意されたい。F̂ は基準時

刻 t0 に ( mod T で)依存する関数となっており、具体的には

F̂ (t0) = Û†(t′0, t0)F̂ (t
′
0)Û(t′0, t0) (16)

で関係づけられている*4。Û(t′0, t0)はユニタリ演算子であるので、F̂ そのものは t0 に依

存するが、その固有値は t0 には依存しないことがわかる。この t0 に依らない固有値を擬

エネルギーと呼ぶが、以下で見るようにこれが離散並進に関する「保存量」である。

他方、n ∈ Zについて e2πin = 1であることに起因して、擬エネルギーには Ω = 2π/T

について Ωの整数倍の不定性がある (すなわちエネルギーにも Brillouinゾーンが存在す

る。これを特に Floquet Brillouin ゾーンと呼ぶ)。F̂ の具体形にも対応する不定性が存

在する。

ここで述べた周期駆動系における離散的な時間並進のイメージを図 1 に示した。Ĥ(t)

によって生成される波束の複雑な運動と F̂ (t0) によって生成される平均的な運動 (今の

場合は単純な等速直線運動) は離散的な時刻 t = t0 + nT では一致する。この図の場合、

F̂ (t0)の解析からは外場に有効質量を重くする働きがあることが読み取れる。

*4 ∵ e−iF̂ (t0)T = Û(t0 + T, t0) = Û(t0 + T, t′0 + T )Û(t′0 + T, t′0)Û(t′0, t0) =

Û†(t′0, t0)e
−iF̂ (t′0)T Û(t′0, t0) = e−iÛ†(t′0,t0)F̂ (t′0)Û(t′0,t0)T



1.2 離散並進の固有状態

系が時間の離散並進に対して対称ということは、その固有状態が取れるはずである。前

節の議論からその状態は F̂ = iT−1 ln Û(t0+T, t0)の固有状態にほかならない。実際、時

間依存 Schrödinger方程式の解 |Ψα(t)⟩ = Û(t, t0)|Ψα(t0)⟩に t = t0 での初期条件として

F̂ |Ψα(t0)⟩ = ϵα|Ψα(t0)⟩ (17)

を課してみると、|Ψα(t)⟩は

|Ψα(t+ T )⟩ = Û(t+ T, t0 + T )Û(t0 + T, t0)|Ψα(t0)⟩ (18)

= Û(t, t0)e
−iϵαT |Ψα(t0)⟩ (19)

= e−iϵαT |Ψα(t)⟩ (20)

という性質を満たすことがわかる。すなわち、t0 に限らない任意の時刻 tからみて T だ

け時間並進した状態は位相因子を除いて等価であり、確かに |Ψα(t)⟩は「時間の離散並進
に対する固有状態」と呼ぶべき状態になっている。このとき

|Ψα(t)⟩ = |vα(t)⟩e−iϵαt (21)

とおくと、上記関係式は

|vα(t+ T )⟩ = |vα(t)⟩ (22)

と書き直すことができる。すなわち時間の離散並進の固有状態は時間に関する周期関数

|vα(t)⟩と平面波 e−iϵαt のかけ合わせ (Floquet状態と呼ぶ)で表現することができる。特

に F̂ の固有状態は (通常のハミルトニアンと同じように)完全系をなすため、任意の初期

条件を課した場合にも時間依存 Schrödinger方程式の解は Cα = ⟨vα(t0)|Ψ(t0)⟩eiϵαt0 と

して
|Ψ(t)⟩ =

∑
α

Cα|vα(t)⟩e−iϵαt (23)

のように、Floquet 状態 (時間離散並進の固有状態) の線形結合で表すことができる。こ

れは空間の離散並進に関する Blochの定理の時間版となっており、Floquetの定理と呼ば

れている。

ここで再度注意として、F̂ の固有値 ϵα には Ω = 2π/T の整数倍の不定性がある。この

事実は上記 Floquetの定理においては、|vα(t)⟩が周期 T の関数ならば |vα(t)⟩einΩt も周

期 T の周期関数であるという事実と整合している。



1.3 Sambe空間

時間依存 Schrödinger方程式の基本解が Floquet状態 |Ψα(t)⟩ = |vα(t)⟩e−iϵαt, |vα(t+
T )⟩ = |vα(t)⟩ の形に書けること (Floquet の定理) を議論したが、このままでは結局

Floquet状態を求めるのに時間発展を直接 (一周期にわたって)計算しなくてはならない。

そこでここでは |vα(t)⟩と ϵα を計算する別の処方箋を紹介する。

時間 T で周期的な関数は Fourier級数展開することができる。すなわち、|vα(t)⟩およ
び Ĥ(t)は

|vα(t)⟩ =
∞∑

m=−∞
|vα,m⟩e−imΩt, Ĥ(t) =

∞∑
m=−∞

Ĥme
−imΩt (24)

と表すことができる*5。Floquet 状態は時間依存 Schrödinger 方程式の解であるので

i∂t(|vα(t)⟩e−iϵαt) = Ĥ(t)|vα(t)⟩e−iϵαt が成り立つが、これを Fourier 級数表示すると、

Ĥm,n = Ĥm−n という記法を導入して

∞∑
n=−∞

[Ĥm,n − δm,nmΩ]|vα,n⟩ = ϵα|vα,m⟩ (25)

の形に整理できる。この方程式は Fourier指数を新しい内部自由度とみなして Hilbert空

間を拡張すれば、拡張された Hilbert空間における時間依存しない Schrödinger方程式

(Ĥ − M̂Ω)|vα⟩⟩ = ϵα|vα⟩⟩ (26)

になっている。ここで

Ĥ − M̂Ω =



. . . . . . . . .

. . . Ĥ0 − Ω Ĥ+1 Ĥ+2

. . . Ĥ−1 Ĥ0 Ĥ+1
. . .

Ĥ−2 Ĥ−1 Ĥ0 +Ω
. . .

. . . . . . . . .


, |vα⟩⟩ =



...
|vα,+1⟩
|vα,0⟩
|vα,−1⟩

...

 (27)

*5 周波数に対する Fourier 変換では波数に対する Fourier 変換とは位相を逆符号に取ることに注意せよ。
これは物理的な進行波 eikx−iωt での関数の展開が念頭にあることに由来する (ただし、波数と同じ定義
で議論している論文も多いので公式等を参照する際には注意が必要である)。この符号の取り方は運動量
とエネルギーを −i∂x と i∂t で表現することとも整合している。



である。すなわち ϵα および |vα(t)⟩は拡張された Hilbert空間における固有値・固有ベク

トルとして計算することができる*6。拡張された Hilbert空間には決まった呼び方はない

が、文献によっては特に Sambe空間*7と呼んだり調和空間 (harmonic space)と呼んだり

することがある。

Hilbert 空間の次元が元の問題より大きくなっているので、それに応じて線形独立な

固有ベクトルの個数も増えていることに注意せよ。これは Floquet 状態の周期部分を

|vα(t)⟩ とも |vα(t)⟩einΩt とも取れたことの反映で、Sambe 空間ではこれらの状態が異

なる固有ベクトルとして表現される：Sambe 空間でのベクトルの内積は実時間表示す

ると ⟨⟨vα|vβ⟩⟩ =
∑∞

m=−∞⟨vα,m|vβ,m⟩ =
∫ T

0

dt

T
⟨vα(t)|vβ(t)⟩ のように時間平均で与え

られ、|vα(t)⟩ と |vα(t)⟩einΩt (n ̸= 0) はこの意味では直交している。実時間での表現

|Ψα(t)⟩ = |vα(t)⟩e−iϵαt が等しくなる冗長な解を等価とみなせば、非等価な解の個数は元

の Hilbert空間の次元と一致する。

Sambe 空間の描像は、電磁場との相互作用を特定の周波数 Ω を持ったフォトンの吸

収・放出として静的に記述するのになぞらえて理解することができる*8。すなわち Ĥm は

m個のフォトンを吸収する過程に対応し、それに応じてエネルギーがmΩだけ変化する。

式 (26)は物質場とフォトン場の複合系としてのエネルギーが保存することを表している。

Floquetの定理の適用範囲は必ずしも電磁場中の電子に限らないが、この意味で Fourier

指数mをしばしばフォトン数と呼ぶ*9。また、特に一体問題の場合は Fourier指数mを

新たな空間次元のようにみなすことも可能で、周期駆動系の性質が (m方向に大きさ Ωの

静電場が印加されている)高次元系の性質から理解できる場合もある*10。

Sambe空間描像を採用しても結局は対角化すべき行列が無限次元であるので、ほとん

どの場合は解析的に解を求めることができない。Sambe 空間描像のメリットとしては、

*6 Hilbert空間が Ĥ(t)と同じである F̂ に基づく計算からは、Floquet状態の t = t0 + nT という離散時
刻の情報のみが取り出せた。Hilbert 空間の拡大は Floquet 状態の全情報を表現するための代償ともい
える。

*7 H. Sambeによって文献 [8]ではじめて導入された Hilbert空間であることによる。本テキストでは便宜
的にこの名称を使うが、必ずしも広く普及している呼び方ではない。

*8 実際、量子力学的なフォトン Ĥph = Ωâ†âと結合している静的な系を相互作用表示するとベクトルポテ

ンシャル ∝ â+ â† が â(t) + â†(t) = eiĤpht(â+ â†)e−iĤpht = âe−iΩt + â†eiΩt に置き換わり、ハ
ミルトニアンが時間周期的になる。â が Ĥ+1 と対応していることからわかるように、Sambe 空間に現
れるフォトン数 M̂は電子系が吸収したフォトンの個数 (−â†â)と対応している (吸収と放出どちらに対
応するかは Fourier級数展開の符号の定義に依存する)。

*9 フォトンの「個数」が負値を取るのは、もともと巨視的な数のフォトンがいる (∼電磁場が古典的とみな
せる)状況からの差分を考えていることに相当する。

*10 例えば 1次元系の Thoulessポンプは Sambe空間では 2次元系の量子 Hall効果として記述できる。文
献 [9]やレビュー論文 [3]を参照。



平衡系と同様の計算手法がほとんどそのまま適用できるという点が挙げられる。特に次章

でも見るように、数値計算手法だけでなく、摂動理論をはじめとする解析的な近似手法を

導入するときも Sambe空間描像を採用すると平衡系との対応が考えやすい。

以上見てきたように、周期駆動系の時間発展は Floquet状態によって表すことができる

が、Floquet状態を特徴づける方法には、一周期分の時間発展演算子 Û(t0 +T, t0)の固有

ベクトルとしてのものと、拡張された Hilbert空間のハミルトニアン Ĥ − M̂Ωの固有ベ

クトルとしてのものの二種類がある。

1.4 時間発展演算子の Floquet表示

章を終える前に、ここまでの内容を別の視点からも捉え直しておこう。ここまで時間

依存 Schrödinger 方程式の解 (Floquet 状態) の性質として Floquet の定理を見てきた

が、これを時間発展演算子の性質として再考する。そのためにまず、時間発展演算子を

Floquet状態で展開してみよう：

Û(t, t0) =
∑
α

|Ψα(t)⟩⟨Ψα(t0)| (28)

=
∑
α

|vα(t)⟩⟨vα(t0)|e−iϵα(t−t0). (29)

ここでさらに適当な正規直交基底 |ϕα⟩を用いれば

Û(t, t0) =
∑
α

|vα(t)⟩⟨ϕα|
∑
β

|ϕβ⟩e−iϵβ(t−t0)⟨ϕβ |
∑
γ

|ϕγ⟩⟨vγ(t0)| (30)

=: V̂ (t)e−iĤeff(t−t0)V̂ †(t0) (31)

と書き直すことができる。すなわち周期的な演算子 V̂ (t + T ) = V̂ (t) =
∑

α |vα(t)⟩⟨ϕα|
を用いて上のような形に時間発展演算子を分解できるというのが時間発展演算子に対す

る Floquet の定理であるといえる。特に、|ϕα⟩ = |vα(t0)⟩ に取って V̂ (t0) = 1 とした

場合は Ĥeff = F̂ となるが*11、一般には Ĥeff の固有ベクトル |ϕα⟩ にどのような正規直
交基底を選んでもよいことに注意しよう。Floquet 有効ハミルトニアン Ĥeff が物理的に

どういう意味を持つかは基底関数の選び方に依存する。V̂ (t)を micromotion演算子*12、

V̂ (t) = e−iΛ̂(t) と書いたときの Λ̂(t)をキック演算子と呼ぶことがある*13。

*11 ∵ e−iF̂T = Û(t0 + T, t0) = V̂ (t0 + T )e−iĤeffT V̂ †(t0) = e−iĤeffT

*12 Floquet状態に現れる時間周期的な運動 |vα(t)⟩のことをしばしば micromotionと呼ぶことに由来。狭
い意味では |ϕα⟩ = |vα(t0)⟩に取ったものを指す。

*13 キックとは (kicked rotorで知られるように)撃力的な駆動を表すジャーゴンで、ハミルトニアンにキッ
ク項 Λ̂δ(t)を加えると時間発展演算子が 0 ∈ [t, t′]のとき Û(t, t′) → Û(t, 0)e−iΛ̂Û(0, t′)と変化する。



上記の式 (31)で書かれた時間発展演算子は i∂tÛ(t, t0) = Ĥ(t)Û(t, t0)の解になってい

るので、代入して整理すると V̂ (t)が

Ĥeff = V̂ †(t)Ĥ(t)V̂ (t)− V̂ †(t)i
∂

∂t
V̂ (t) (32)

なる関係を満たすことがわかる。すなわち、Floquet の定理は、Ĥ(t) を時間に依存しな

い演算子 Ĥeff に書き換える時間周期的なユニタリ変換 V̂ (t)が常に存在する、という主張

と等価である*14。

2 高周波展開

前章では、時間周期的なハミルトニアンの時間発展が実効的には静的なハミルトニア

ンの対角化問題に帰着できることを見た。前章で展開した理論を用いることで、例えば

F̂ = iT−1 ln Û(t0+T, t0)を数値計算して対角化したり*15、Sambe空間での表現 Ĥ−M̂Ω

を数値的に対角化したり*16といった方法で Floquet状態 |Ψα(t)⟩ = |vα(t)⟩e−iϵαt および

擬エネルギー ϵα のスペクトルを計算することができる。

もちろんこうした数値計算の枠組みは新しい物理を探索する上で役に立つが、Floquet

理論の真価は Floquet有効ハミルトニアンの (近似的な)具体形が解析的にわかる場合に

発揮される。ハミルトニアンの形をもとに、外場の周波数や振幅に対して系のパラメータ

がどう変化するか、さらには本質的に平衡系と異なる相互作用がハミルトニアンに現れる

か、といったことを見ていくことで、具体的に対角化を実行することなく系の様々な性質

を見通しよく理解することができる。Floquet有効ハミルトニアンの具体的な形をうまく

設計しようという試みを総称して Floquet engineeringと呼び、多種多様な物理系につい

キック演算子という名称は Û(t, t0) = e−iΛ̂(t)e−iĤeff(t−t0)eiΛ̂(t0) を物理的なプロセスになぞらえて
つけられたものと推測される。

*14 V̂ (t)|ϕ(t)⟩が時間依存 Schrödinger方程式の解で i∂t[V̂ (t)|ϕ(t)⟩] = Ĥ(t)[V̂ (t)|ϕ(t)⟩]であるとき、左
から V̂ †(t)をかけると i∂t|ϕ(t)⟩ = Ĥeff|ϕ(t)⟩となる。

*15 微分方程式 i∂tÛ(t, t0) = Ĥ(t)Û(t, t0) を Û(t0, t0) = 1 を初期条件にして Runge-Kutta 法等を用い
て解き、Û(t0 + T, t0)を対角化すればよい。

*16 数値対角化を行う場合には通常、Fourier 指数 m を −M ≤ m ≤ M に制限して計算する。ただし、計
算量の観点からは、エネルギースペクトルのみを計算したい場合は Sambe空間描像を用いるよりは直接
Û(t0 + T, t0)を数値計算して対角化するほうが低コストであることが多い。一方、Û から計算する場合
は t ̸= t0 での Floquet状態の情報を得るのに一手間必要なので、固有ベクトルの情報も必要な場合には
Sambe 空間描像が便利である。m の打ち切り次数をどこに取るかが問題になるが、すべての m につい
て ∥Hm∥ ≪ 2MΩが成り立つようにしておけばM → ∞の場合を十分よく近似できる、ということが
文献 [2] で物理描像に基づいて解説されている。多体問題ではこの条件は (熱力学極限のもとで) 一般に
満足できないが、この点については第 4章を参照されたい。



てその可能性が模索されている。

駆動周波数 Ω = 2π/T が系を特徴づけるエネルギースケールのいずれよりも十分に大

きいときには、Floquet有効ハミルトニアンを Ωの逆冪で展開する摂動理論 (高周波展開;

high-frequency expansion)によって Floquet有効ハミルトニアンの解析的な形を逐次的

に計算することができる。本章ではその導出について述べる。

2.1 Sambe空間でのブロック対角化

1.4節で、Floquetの定理はハミルトニアン Ĥ(t)を時間に依存しない演算子 Ĥeff に変

換する時間周期的なユニタリ変換 V̂ (t + T ) = V̂ (t) が存在することと同値だと述べた。

時間に依存しない演算子は Sambe 空間上では Fourier 指数に関してブロック対角な行

列として表されるので、V̂ (t) というのは Sambe 空間上ではブロック対角化を行うユニ

タリ変換にほかならない。一般の演算子をブロック対角化することは難しいが、系がブ

ロック対角とみなせる極限に近い場合には、その極限からの摂動展開を考えることで逐

次的にブロック対角化を実行することが可能である。このような摂動展開はカノニカル

変換 (canonical transformation)あるいは擬縮退摂動論 (quasi-degenerate perturbation

theory)と呼ばれる方法で実行でき、Sambe空間に応用することで系統的に Floquet有効

ハミルトニアンを導出することができる。特に、被摂動項として Ĥ − M̂Ωのうち −M̂Ω

の部分を採用し、残りの Ĥ の部分を摂動として扱うと、系のハミルトニアンがどういう
形であってもブロック対角な行列*17からの摂動展開になる。これは Ω → ∞からの展開
に相当するので高周波展開と呼ばれることが多い [10, 11, 12, 13]。

以下で実際に高周波展開を導出しよう。そのためにはまず式 (32)を Sambe空間表示に

書き直す必要がある。式 (25)を見るとわかるように Sambe空間の行列構造は畳み込みが

行列積で表現されるように導入されており、実時間表示における積は Sambe空間では行

*17 −M̂Ωは (ブロック対角というよりは)対角行列になっているが、各ブロックが dim Ĥ(t)重のマクロな
縮退を持っており、これが摂動項である Ĥ0 ⊗ 1によって解けるという構造をしているため、Fourier指
数に関してブロック対角であるとみなすのが自然である。



列積として表される。実際、時間周期的な演算子 Â(t) = Â(t+ T )の Sambe空間表示を

Â =



. . . . . . . . .

. . . Â0 Â+1 Â+2

. . . Â−1 Â0 Â+1
. . .

Â−2 Â−1 Â0
. . .

. . . . . . . . .


(33)

すなわち [
Â
]
m,n

= Âm−n =

∫ T

0

dt

T
Â(t)ei(m−n)Ωt (34)

と定義して実時間での積 Â(t)B̂(t)の Sambe空間表示を計算してみると∫ T

0

dt

T
Â(t)B̂(t)ei(m−n)Ωt =

∫ T

0

dt

T

∞∑
k=−∞

Âke
−ikΩt

∞∑
l=−∞

B̂le
−ilΩtei(m−n)Ωt (35)

=
∞∑

l=−∞

Âm−lB̂l−n =
∞∑

l=−∞

[
Â
]
m,l

[
B̂
]
l,n

(36)

=
[
ÂB̂
]
m,n

(37)

となっていることがわかる。一方、周期的演算子の時間微分は∫ T

0

dt

T
i
∂Â(t)

∂t
ei(m−n)Ωt = (m− n)ΩÂm−n (38)

=
[
[M̂Ω, Â]

]
m,n

(39)

のようにフォトン数演算子との交換子で書き直すことができる。以上を踏まえると、式

(32)の Sambe空間表示は、V̂ (t)の Sambe空間表示を V̂ として V̂†(Ĥ−M̂Ω)V̂+M̂Ω =

Ĥeff ⊗ 1と表すことができる*18。擬縮退摂動論ではユニタリ変換を V̂ (t) = e−iΛ̂(t) の形

に表してキック演算子 Λ̂(t)の級数展開を考える。Λ̂(t)の Sambe空間表示を L̂とすると、
上記の行列積の性質から V̂ = e−iL̂ であるので、

eiL̂(Ĥ − M̂Ω)e−iL̂ = Ĥeff ⊗ 1− M̂Ω (40)

が得られる。これは Sambe空間のハミルトニアン Ĥ−M̂Ωが V̂ = e−iL̂ によってブロッ

ク対角化されるという関係にほかならない。

*18 [Â⊗ 1]m,n = Âδm,n である。



逐次的にブロック対角化を実行するには、式 (40)を公式*19

eÂB̂e−Â = B̂ + [Â, B̂] +
1

2!
[Â, [Â, B̂]] + . . . (41)

を用いて L̂の多重交換子に展開した上で、ブロック行列 Λ̂m および Ĥeff をさらに 1/Ωの

べき級数に展開して各次数における行列要素を比較していけばよい。V̂ (t) = e−iΛ̂(t) が

Floquet 状態 |ψα(t)⟩ = |vα(t)⟩e−iϵαt を用いて V̂ (t) =
∑

α |vα(t)⟩⟨ϕα| の形に表される
ことからわかるように、式 (40)を満たすような L̂を逐次的に決定することは通常の摂動
論において固有ベクトルを逐次的に決定する手続きに対応する (Ĥeff は固有エネルギーの

逐次決定と対応)。完全にハミルトニアンを対角化してしまうかブロック対角に留めるか

が通常の摂動論とは異なるというわけである。

原理的には今述べたような展開を愚直に実行すればよいのだが、ここではその前にでき

るだけ被摂動項が簡単に表されるように式 (40)を変形しておこう。上記の多重交換子へ

の展開が超演算子 adAB̂ := [Â, B̂]を用いて

eÂB̂e−Â = eadAB̂ :=
∞∑

n=0

1

n!
(adA)

nB̂ (42)

と書けることを利用すると、式 (40)は

(eiadL − 1)M̂Ω = eiadLĤ − Ĥeff ⊗ 1 (43)

と整理できる。ここで更に Bernoulli数

{Bn}∞n=0 = 1,−1

2
,
1

6
, 0,− 1

30
, 0, . . . (44)

の母関数
x

ex − 1
=

∞∑
n=0

Bn

n!
xn (45)

において xを iadL で置き換えたものを左から作用させると、

i[L̂,M̂Ω] =
−iadL

e−iadL − 1
Ĥ − iadL

eiadL − 1
Ĥeff ⊗ 1 (46)

=
∞∑

n=0

Bn

n!
(−iadL)

n[Ĥ − (−1)nĤeff ⊗ 1] (47)

*19 Baker-Hausdorff の補題、Hadamard の補題等と呼ばれる。eλÂB̂e−λÂ の λ に関するMaclaurin 展
開から直ちにわかる。



が得られる*20。Sambe空間での表示には同じ行列要素が多数現れるので、この関係式を

コンパクトな実時間表示に戻すと

∂Λ̂(t)

∂t
=

∞∑
n=0

Bn

n!
(−iadΛ(t))

n[Ĥ(t)− (−1)nĤeff] (48)

と表すことができる。

2.2 展開の具体形

あとは得られた方程式 (48) の未知数 Ĥeff, Λ̂m を 1/Ω のべき級数に展開して係数比較

を行えば低次から順番に解を決定することができる*21。すなわち、Ĥ(N)
eff , Λ̂

(N)
m ∝ 1/ΩN

のもと

Ĥeff = Ĥ
(0)
eff + Ĥ

(1)
eff + Ĥ

(2)
eff + . . . (49)

Λ̂m = Λ̂(1)
m + Λ̂(2)

m + . . . (50)

として、これを式 (48) に代入する。ただしここで Ω → ∞ ではすでに Ĥ − M̂Ω =

−M̂Ω + O(Ω0)はブロック対角であり、V̂ (t) = 1すなわち Λ̂(t) = 0としてよいことを

用いて Λ̂
(0)
m = 0とした*22。

具体的に低次の項を計算してみよう。式 (48) の 1/Ω の 0 次を書き出すと、m 次の

Fourier成分 (Sambe空間ではm番目の帯)は

−imΩΛ̂(1)
m = B0(Ĥm − Ĥ

(0)
eff δm,0) (51)

である。各mについて比較を行うと

iΛ̂
(1)
m̸=0 = −Ĥm

mΩ
, Ĥ

(0)
eff = Ĥ0 (52)

が得られる。ここで式 (48)は一階微分方程式であるので積分定数に対応する Λ̂
(1)
0 が未知

数のまま残ることに注意しよう。これは 1.4節で述べたように、ハミルトニアンの時間依

*20 Bernoulli数は k ≥ 1について B2k+1 = 0である。ここまでの式変形はごく低次を計算する場合にはさ
ほどの恩恵はないが、この変形を行っておくことで式 (40) を愚直に展開した場合に現れる多数の項の相
殺を計算しなくて済む。

*21 Λ̂(t) =
∑

m Λ̂me−imΩt には位相因子にも Ω が現れるが、1/Ω でのべき級数展開は Fourier 成分 Λ̂m

に対してのみ行うことに注意。
*22 Λ̂

(0)
m ̸= 0に対応するより一般の展開については、はじめに Ĥ(t)に Ω依存しない時間周期的なユニタリ

変換を施してから Λ̂
(0)
m = 0とする高周波展開を実行すればよい。



存性を消去するユニタリ演算子 V̂ (t) = e−iΛ̂(t) には |ϕα⟩の選び方の任意性がありもとも
と唯一には定まらないことと関係しており、Λ̂

(1)
0 は V̂ (t)に別途課す境界条件に基づいて

決める必要がある。

Λ̂0 の決め方を一旦保留すると、式 (48)の 1/Ωの 1次は同様にして

−imΩΛ̂(2)
m = −B0Ĥ

(1)
eff δm,0 +B1

∞∑
n=−∞

[−iΛ̂(1)
n , Ĥm−n + Ĥ

(0)
eff δm,n] (53)

= −Ĥ(1)
eff δm,0 −

∑
n ̸=0

1

2nΩ
[Ĥn, Ĥm−n + Ĥ0δm,n] +

1

2
[iΛ̂

(1)
0 , Ĥm + Ĥ0δm,0]

(54)

と書き出せるので

iΛ̂
(2)
m̸=0 =

∑
n ̸=0

[Ĥn, Ĥm−n]

2mnΩ2
+

[Ĥm, Ĥ0]

2m2Ω2
− [iΛ̂

(1)
0 , Ĥm]

2mΩ
(55)

Ĥ
(1)
eff =

∑
n ̸=0

[Ĥ−n, Ĥn]

2nΩ
+ [iΛ̂

(1)
0 , Ĥ0] (56)

が得られる*23。Ĥeff は展開の 0 次では Λ̂0 の取り方には依存しないが、補正項は一般に

Λ̂0 に依存することがわかる。Λ̂0 の違いは有効ハミルトニアンの基底関数の違いであるの

で、有効ハミルトニアンから計算した擬エネルギー ϵα や、有効ハミルトニアンの固有状

態に基底変換を施して再構成した Floquet固有状態 |vα(t)⟩は展開の打ち切り次数までの
範囲では Λ̂0 の取り方に依らず完全に一致する。

代表的な Λ̂(t)に対する境界条件 (Λ̂(N)
0 の決め方)を紹介しておこう。1.4節で、Ĥeff =

F̂ = iT−1 ln Û(t0 + T, t0)は、V̂ (t0) = 1すなわち Λ̂(t0) = 0を境界条件とすることで得

られることを述べた。したがってこの場合は

Λ̂
(N)
0 = −

∑
m̸=0

Λ̂(N)
m e−imΩt0 (57)

である。この条件のもとで得られる級数展開を特に Floquet-Magnus 展開と呼ぶ [10,

12]*24。他方、Λ̂0 は摂動プロセスのうち Fourier指数の変化を伴わないプロセス (つまり

*23 一般に 1/Ω に関する N 次の比較を m 次 Fourier 成分について行うと、左辺は −imΩΛ̂
(N+1)
m とな

る。一方、右辺は Ω には陽に依存しないことと Λ̂
(0)
m = 0 を踏まえると、右辺は −B0Ĥ

(N)
eff δm,0 に、

Ĥ
(0)
eff , . . . , Ĥ

(N−1)
eff と Λ̂

(1)
m , . . . , Λ̂

(N)
m のみからなる関数を足した形になる。このようにして Λ̂

(N+1)
m̸=0

と Ĥ
(N)
eff が右辺を具体的に計算するだけで逐次的に決定できる。

*24 他の展開のことも同様の名称で呼ぶ場合もあるが、このテキストでは境界条件で明確に名称を区別するこ
とにする。



ブロック行列内のユニタリ変換)を記述しており、もともと Fourier指数を変化させてし

まうようなプロセスを中間過程として取り入れようというのが摂動展開の趣旨であった

ことを踏まえれば 0 に取っておくのが多くの場合自然である (また結果が簡潔になる)。

Λ̂
(N)
0 = 0 とする展開は平衡系での van Vleck の擬縮退摂動論と呼ばれるものに相当し

[14, 12]、以下では van Vleck展開と呼ぶ。結果をまとめると、特に Floquet-Magnus展

開と van Vleck展開のそれぞれに対応する境界条件のもとでは、

iΛ̂FM(t) = −
∑
m ̸=0

Ĥm

mΩ
(e−imΩt − e−imΩt0) +O(Ω−2), (58)

iΛ̂vV(t) = −
∑
m ̸=0

Ĥm

mΩ
e−imΩt +O(Ω−2), (59)

ĤFM
eff = Ĥ0 +

∑
m̸=0

[Ĥ−m, Ĥm]

2mΩ
+
∑
m ̸=0

[Ĥm, Ĥ0]

mΩ
e−imΩt0 +O(Ω−2), (60)

ĤvV
eff = Ĥ0 +

∑
m̸=0

[Ĥ−m, Ĥm]

2mΩ
+O(Ω−2) (61)

となる*25。

ユニタリ逆変換を用いた Floquet 状態の再構成まで念頭におけば境界条件は自由に選

んでよいが、逆変換による補正は小さいと考えてそのまま物理量を計算することもしば

しばあるし、章の冒頭で述べたようにハミルトニアンの形のみから起こるべき物理現象

を推察することもある。そのためここでは、文献ではあまり議論されない 2 つの展開で

の基底関数の物理的な意味の違いを少し考察しておこう。まず、Floquet-Magnus 展開

については前章での F̂ の導入の仕方から明らかなように、有効ハミルトニアンの固有ベ

クトルは Floquet状態の t = t0 でのスナップショットを直接表している。有効ハミルト

ニアンには境界条件に由来する t0 依存する項が現れるが、この項は固有エネルギーには

打切り誤差の範囲では影響を与えず、固有ベクトルの外場と同期した時間変化 (いわゆる

micromotion)のみを記述する項である*26。この固有ベクトルで物理量の期待値を計算す

ると、実際にはmicromotionを伴う期待値のある瞬間の値を取り出してきたことになる。

*25 より高次の表式は Floquet-Magnus 展開については Ω−2 まで、van Vleck 展開については Ω−3 まで
の表式が論文 [13]に掲載されている。また、論文 [15]ではシンボリックな機械計算を効率的に行う方法
が議論されており付録に van Vleck展開の Ω−5 までの表式が掲載されている (5次にまで至ると 4ペー
ジに渡る長大な表式になる)。高次項になるとフォトン数に関する和が多重化されていくが、論文によっ
て和の取る範囲の書き方の流儀が異なるのでよく注意する必要がある。

*26 Floquet-Magnus 展開では時折望ましくない対称性の破れが伴うことを注意しておく。例えば円偏光



これと比べると van Vleck展開の固有ベクトルは、「光の衣を纏った電子」とでも呼ぶ

べき状態ではあるが、Floquet状態からどういう情報を取り出してきたものなのか一見わ

かりにくい。どのような物理的な意味付けができるかを考えるには、式 (58), (59)が

iΛ̂FM(t) = i

∫ t

t0

dt′[Ĥ(t′)− Ĥ0] +O(Ω−2), (62)

iΛ̂vV(t) = lim
η→+0

i

∫ t

−∞
dt′[Ĥ(t′)− Ĥ0]e

ηt +O(Ω−2) (63)

のように書き直せることに着目するとよい。実際、式 (62) の形の表式は、(Fourier 級

数を経由せず) 式 (48) の両辺を区間 [t0, t] で積分して Λ̂(t0) = 0 を代入すれば直接得る

ことができる。同様に式 (48) の積分から van Vleck 展開を得るには、ハミルトニアン

を Ĥ(t) → Ĥ(t)eηt と置き換えた上で式 (48) を区間 (−∞, t] で積分すればよい [ただし

Λ̂(−∞) = 0とする]。η を有限に残した計算は、無限の過去に静的なハミルトニアン Ĥ0

で表されていた系*27に振動成分 Ĥm ̸=0 を断熱的に導入する問題を解いていることに相当

するので*28、van Vleck展開 ĤvV
eff の固有状態というのは Ĥ(t)から振動を断熱的に消し

去ったとき、Floquet状態がどのような状態ベクトルになるかを表していると解釈できる。

「振動を消し去る」という操作と対応していることから、有効ハミルトニアンの固有ベク

トル |ϕα⟩e−iϵαt を使って計算した物理量の期待値は真の Floquet状態 e−iΛ̂(t)|ϕα⟩e−iϵαt

での期待値を時間平均したものに近い値を取る。実際、真の期待値の 1/Ω展開を一般の

Λ̂(t)に対して考えてみると、

⟨ϕα|eiΛ̂(t)Ôe−iΛ̂(t)|ϕα⟩ = ⟨ϕα|Ô|ϕα⟩+ ⟨ϕα|[iΛ̂(1)
0 , Ô]|ϕα⟩+O(Ω−2) (64)

となっていて、Λ̂
(N)
0 = 0である van Vleck展開が最も真の時間平均との誤差が小さくな

る基底であることがわかる。この意味では、2つの展開は瞬間的な性質と平均的な性質の

どちらに興味があるかで使い分けるべきものであるといえる。

レーザーを照射した場合には、瞬間瞬間では Ĥ(t)は反転対称性の破れた演算子となるが、時間並進を組
み合わせた対称性が残っている。このような場合、定常状態の時間平均的な性質は反転対称であることが
期待されるが、特定の時刻 t0 に着目する Floquet-Magnus展開では t0 依存する部分に反転対称性の破
れが現れてしまうことがある。

*27 η を有限に残すと Ĥeff の N 次に e(N+1)ηt という因子が余分につくことを踏まえると、無限の過去には
振動成分を含まない Ĥ0eηt が支配的な寄与を持つ。

*28 久保公式で考える外場を断熱的に導入する時間発展と非常に近いが、Ĥ0 は一般に外場振幅に依存しても
よいことに注意。



3 Floquet Engineering I : バンド分散とトポロジー

ここまで一般のハミルトニアンについての抽象的な議論が続いたので、一度物性物理へ

の応用例に目を向けてみよう。ただしここまでの議論ではまだ Floquet 状態の統計力学

について触れていないので、関連する話題は次章以降振り返ることにしてこの章では主に

エネルギースペクトルやバンドトポロジー*29などの、分布が未知であっても議論できる

性質に主に焦点を当てたい。

以下では基本的に、古典的な周期電場を印加したタイトバインディング模型に基づいた

議論を行う。このような記述は固体中の電子の振る舞いを定量的に扱うには (特に非平衡

の問題を扱うには)単純化されすぎている側面もあるが、周期外場によってもたらされる

非自明な効果の本質を捉えるには十分に役に立つ。相互作用のない電子のタイトバイン

ディング模型は、一様な古典電場中では一般に

Ĥ(t) =
∑
ijσ

tije
−iA(t)·(Ri−Rj)ĉ†iσ ĉjσ (65)

と表すことができる。ここで ĉjσ は j 番目のサイトのスピン σ =↑, ↓を持つ電子の消滅演
算子である。tij はサイト i, j の間を電子が飛び移るホッピング振幅で、Rj は j 番目のサ

イトの座標である。e−iA(t)·(Ri−Rj) というのが電場を表す因子で、Peierls位相と呼ばれ

る (特にこのような電場の導入の仕方を Peierls substitutionという)。簡単のため電子の

電荷はベクトルポテンシャル A(t) の係数に押し込めて −1 としている。A(t) は電場と

E(t) = −∂tA(t) の関係にある。Peierls substitution による電場の導入については付録

にまとめたので、何故このような形で電場を導入できるのかについてはそちらを参照され

たい。

3.1 動的局在現象

まずはタイトバインディング模型の中でも最も簡単な 1次元リング上のフェルミオン

Ĥ(t) = −v
L∑

j=1

[eiA(t)ĉ†j ĉj+1 + e−iA(t)ĉ†j+1ĉj ] (66)

*29 バンドトポロジーからはエッジ状態の有無という分布には依らない非自明な性質が議論できるが、量子
Hall効果等の系の応答との関係を議論するには分布関数の情報が必須である。



を考えよう*30。簡単のためスピン自由度は無視し、格子定数を 1として ĉj は x = j の電

子を表すものとした。系は周期境界条件 ĉL+1 = ĉ1 を満たすものとする。

まずは平衡系と同じように離散 Fourier 変換を行ってみよう。k = 2πnk/L (nk =

1, 2, . . . , L)を用いて消滅演算子を

ĉj =
1√
L

∑
k

ĉ(k)eikj (67)

と展開すると*31、
Ĥ(t) = −

∑
k

2v cos(k +A(t))ĉ†(k)ĉ(k) (68)

のように対角な形になる。平衡系 [A(t) = 0]を考えるとおなじみの E(k) = −2v cos k と

いう分散関係の固有エネルギーが得られる。ĉ†(k)によって励起される電子の一粒子の時

間依存 Schrödinger方程式は

iψ̇k(t) = −2v cos(k +A(t))ψk(t) (69)

ということになるが*32、容易に解が

ψ(t) = exp

[
2iv

∫ t

0

dt cos(k +A(t))

]
ψ(0) (71)

で表されることがわかる*33。この解は Floquet状態になっていて、擬エネルギー ϵ(k)は

ϵ(k) = −2v

∫ T

0

dt

T
cos(k +A(t)) (72)

= E(k +A(t)) (73)

*30 ホッピングをよく tで表すが、時刻との判別が紛らわしいのでここでは v としている。
*31 生成消滅演算子の Fourier 変換に対する規格化は、ĉ(k) が {ĉ(k), ĉ†(k′)} = δk,k′ を満たすためにはこ
の形で取ることが必須である。

*32 一粒子問題の時間依存 Schrödinger 方程式 iψ̇i(t) =
∑

j Hij(t)ψj(t) が Floquet 状態 ψj,α(t) =

vj,α(t)e
−iϵαt を解に持つとき、ψ̂†

α(t) =
∑

j ψj,α(t)ĉ
†
j を定義すると第二量子化されたハミルトニ

アン Ĥ(t) =
∑

ij Hij(t)ĉ
†
i ĉj に対する多粒子の Floquet 状態は (静的な問題と同様にして)|Ψ(t)⟩ =∏

α∈occ. ψ̂
†
α(t)|0⟩で表される。実際、上記定義から i∂tψ̂

†
α(t) = [Ĥ(t), ψ̂†

α(t)]を得るので

i∂t
∏

α∈occ.
ψ̂†
α(t)|0⟩ = [Ĥ(t),

∏
α∈occ.

ψ̂†
α(t)]|0⟩ = Ĥ(t)

∏
α∈occ.

ψ̂†
α(t)|0⟩ (70)

である。特に |Ψ(t)⟩ = e−i
∑

α∈occ. ϵαt ∏
α∈occ.[

∑
j vj,α(t)ĉ

†
j ]|0⟩ は確かに周期 T のベクトルと平面

波のかけ合わせである。
*33 定数変化法等を用いて微分方程式を解いてもよいし、各時刻のハミルトニアンが可換であるので時間発展
演算子から時間順序を取り外せると考えてもよい。
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図 2 (第一種)Bessel関数の 0次 J0。

のように瞬間的なエネルギー分散の周期平均で与えられることになる。特に外場が単一周

波数のレーザー A(t) = A0 cosΩtで与えられるときには*34、第一種 Bessel関数 Jn によ

る Peierls位相因子の Jacobi-Anger展開

eiA0 cosΩt =
∞∑

n=−∞
Jn(A0)i

ne−inΩt (74)

を考えると、

ϵ(k) = −2vJ0(A0) cos k = J0(A0)E(k) (75)

である。タイトバインディング模型に AC 電場を印加する問題には上記のような Bessel

関数でのホッピング振幅のくりこみが頻繁に現れる。

ここで特筆すべきこととして、Bessel 関数は図 2 に示すような振動関数であるので、

A0 をうまく調整することで値を 0 にとることができる点が挙げられる。すなわち、電

場強度を特定の値に合わせることで擬エネルギーの分散を完全に消すこと (フラットバ

ンドにすること) ができて、電子を局在化させることができる*35。これを動的局在現象

(dynamical localization)という*36。

*34 (無次元量としての)A0 は電場振幅 E0 と A0 = eE0a/ℏΩの関係にあるので (格子定数 aと ℏ, eを復活
させた)、A0 の大小は必ずしも電場強度の大小を意味しない。

*35 あらゆる波数の平面波がエネルギー縮退しているので、それらの線形結合を取って作った空間的に局在し
た状態もまた固有状態である。

*36 狭義にはバンド分散が完全に消失することを言うが、[J0(A0) ≤ 1なので]外場が印加されていないとき
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図 3 Ω = 3v, L = 30の 1次元リング模型での時間発展。⟨ĉ†j ĉj⟩を j と tの関数とし

てプロットしている。外場が印加されると波束の運動には外場と同期した振動が加わ

り、同時に波束の分散が遅くなる。特に外場振幅 A0 が Bessel関数の零点 A0 ≃ 2.41

に近い値になると分散が極端に遅くなる。

電子が局在化する様子を波束の時間発展によって可視化したのが図 3である。ここでは

初期状態を運動量を持たない波束 |Ψ(t = 0)⟩ =
∑L/2−1

j=−L/2 e
−j2/4ĉ†j |0⟩に取って、Ĥ(t)の

もとでの時間発展を A0 = 0, 1.5, 2.4の 3つのパターンについて直接数値計算した。外場

を印加すると、波束の重心の振動が起こるのに加えて、波束が分散していく速度が遅くな

る様子が見て取れる。特に Bessel関数の零点 A0 ≃ 2.41付近では波束の幅にはほとんど

変化が見られない。

上記の結果は 1バンド系 (波数空間でハミルトニアンが 1 × 1行列に帰着する場合)に

対するもので、一般に系が多バンドの場合には厳密なフラットバンドは実現しない。ただ

し、ハミルトニアンの時間平均は高周波展開の初項を与えることを思い出すと、多バンド

の場合も駆動周波数が大きい場合には高強度の電場を印加するとバンド幅が狭くなる現象

が見られる。特に電子間に相互作用がはたらく場合は、バンド幅が狭くなるにつれて相対

的に電子相関効果が強くなっていき、色々と面白い現象が起こる。相関電子系のトピック

については 5章で詳しく触れる。

よりバンド幅が狭くなることも広義には動的局在と呼ぶことがある。また、DC電場を印加した場合には、
A(t) = −Et となるので任意の電場強度の場合に ϵ(k) は完全に平坦になるが、これはWannier-Stark
局在と呼ばれる現象が対応する。



3.2 Floquetトポロジカル絶縁体

前節の例は系のエネルギースペクトルが著しく変化する例であったが、今度はトポロ

ジーが外場によって制御される例を見てみよう*37。ここでは蜂の巣格子上のタイトバイ

ンディング模型

Ĥ(t) =
∑
ij

[tije
−iA(t)·(Ri−Rj)â†i b̂j + H.c.] +

∑
i

m(â†i âi − b̂†i b̂i) (76)

を考える。前節同様、スピン自由度は無視した。蜂の巣格子はいわゆる Bravais格子では

なく、単位胞に 2個のサイト (A,B)を含むため、Aサイトの電子の消滅演算子を âi, Bサ

イトの電子の消滅演算子を b̂i とここでは表記した。簡単のため tij は隣接するサイトとの

間でのみ非ゼロの値 v を取るものとする。m = 0とおいた模型はグラフェンの pz 軌道自

由度を表すタイトバインディング模型としてよく用いられるものであるが、ここでは A

と Bの間にポテンシャル差が加わっているような状況も含めて議論することにする*38。

図 4(a) に示すように、蜂の巣格子上のサイトは、nj ,mj ∈ Z, a1 =
√
3(1/2,

√
3/2),

a2 =
√
3(−1/2,

√
3/2) のもと、A サイトは Rj = nja1 +mja2 に、B サイトは Rj =

nja1 +mja2 + (0, 1)に配置されている。前節と同様、nj ,mj が modLとなる周期境界

条件のもとで

âj =
1

L

∑
k

â(k)eik·Rj , b̂j =
1

L

∑
k

b̂(k)eik·(Rj−(0,1)) (77)

と離散 Fourier 変換しよう*39。ただし k に関する和は b1 = (2π/
√
3, 2π/3), b2 =

(−2π/
√
3, 2π/3) のもとで k = (nkb1 + mkb2)/L と表される範囲で取る (nk,mk =

1, . . . , L)*40。tij は最近接のサイト、すなわち i が A サイトである場合は Rj = Ri +

*37 バンドトポロジーに関する基礎的な事項にはここでは触れる余裕がないので、適宜、[16, 17]等の教科書
を参照いただきたい。

*38 m ̸= 0 の模型は例えば A と B が異なる原子で構成されている六方晶窒化ホウ素 (よく h-BN と略され
る)等が対応する。

*39 b̂j の Fourier変換についている余分な因子 e−iky は b̂(k) = b̂(k + b1) = b̂(k + b2)という周期性を持
たせるためにつけた因子である。波数微分を空間座標と対応させたい場合に、(周期性が破れてしまうが)
この因子をつけずに Fourier変換を定義することもある。

*40 すなわち A サイトについては k · Rj = 2π(nknj + mjmk)/L, B サイトについては k · Rj =

2π(nknj +mjmk)/L+ ky である。
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図 4 (a) タイトバインディング模型が定義されている蜂の巣格子。(b) m = 0 の

ときのバンド分散。(c) vJ0(A0) = 1,m = 0.2, κ = 0 としたときの d̂(k) を模式

的にプロットしたもの。六角形 (第一 BZ を平行移動したもの) の中心を k = K に

取っている。丸の色は d̂y を表し (+1 が白、−1 が黒)、棒は (d̂z, d̂x) を表す。(d)
vJ0(A0) = 1,m = 0, κ = 0.2としたときの d̂(k)。

(− sin 2πl/3, cos 2πl/3), l = 0, 1, 2でのみ値を持つことから

Ĥ(t) =
∑
k

(
â(k)

b̂(k)

)†(
m vf(k +A(t))e−iky

vf∗(k +A(t))eiky −m

)(
â(k)

b̂(k)

)
(78)

が得られる。ただし

f(k) =
2∑

l=0

eik·(− sin 2πl/3,cos 2πl/3) (79)

である。外場がないときの分散関係はE(k) = ±
√
m2 + v2|f(k)|2で与えられる。m = 0

のグラフェンには k = ±K = ±(b1 − b2)/3 = (±4π/3
√
3, 0)の 2点に Dirac分散が現

れることがよく知られているが、実際

f(±K + k) = eik·(0,1) + eik·(−
√
3/2,−1/2)e∓2πi/3 + eik·(

√
3/2,−1/2)e±2πi/3 (80)

=
3

2
(∓kx + iky) +O(k2) (81)

となっている。図 4(b)にこの分散関係のプロットを示した。±K とそれに等価な波数を

結んでできる六角形がこの模型の第一 Brillouinゾーンである。



さて、円偏光A(t) = A0(cosΩt, sinΩt)を照射した場合には、k = ±K の直上では A2

を無視すると時間依存ハミルトニアンは Rabi振動の問題になっていて厳密に解くことが

できる。このことは Sambe 空間でのハミルトニアンを実際に書いてみればよくわかり、

式 (81)で k → A(t)と置けば f(±K +A(t)) = ∓(3/2)A0e
∓iΩt であるので

Ĥ(−K)− M̂Ω =



. . . . . . . . . . . .

. . . m− Ω 0 0 0

. . . 0 −m− Ω 3vA0/2 0

. . . 0 3vA0/2 m 0 0 0

0 0 0 −m 3vA0/2 0
. . .

0 3vA0/2 m+Ω 0
. . .

0 0 0 −m+Ω
. . .

. . . . . . . . . . . .


(82)

=
⊕
n

[
−m+ (n− 1)Ω 3vA0/2

3vA0/2 m+ nΩ

]
, (83)

Ĥ(+K)− M̂Ω =
⊕
n

[
m+ (n− 1)Ω −3vA0/2
−3vA0/2 −m+ nΩ

]
, (84)

のようにブロック対角になっている。したがって擬エネルギーは χ = ±1として

ϵ(χK) = ±

√(m− χΩ

2

)2

+

(
3vA0

2

)2

− Ω

2

 (85)

で与えられる*41。ギャップが閉じる条件を計算してみると

A0 =
2
√
m(χΩ−m)

3v
(86)

が得られる。すなわち、|Ω| > |m|であるとすると、外場振幅 A0 を大きくしていったと

き、(Ωとmの正負に応じて)±K の一方のみでギャップが閉じる。m = 0のときは外場

照射前だけギャップレスになっており外場の存在下では常に擬エネルギーにギャップが開

く。実はこのギャップが閉じて開く、というところでトポロジカル相転移が起きていて、

強い円偏光を照射した時には系はトポロジカルに非自明な絶縁体の一種である Chern絶

*41 ここで擬エネルギーが mod Ωであることを用いて表式を整理した。



縁体状態 (量子 Hall効果が外部磁場なしに起こる絶縁体)になっている [18, 19]。Chern

絶縁体は本来、時間反転対称性が顕わに破れた模型でしか実現しないが、外場である円偏

光のもつ時間反転対称性の破れが Floquet 有効ハミルトニアンにうまく反映されること

で、外場を加える前の模型が時間反転対称であっても Chern絶縁体が実現する。

このことをより詳しく調べるには k ̸= ±K での振る舞いを知る必要があるが、上記

のような解析解は計算できないのでここでは Ωが v より十分大きいとして高周波展開を

適用してみよう。まずは簡単のため波数をギャップが閉じる点 ±K の近傍に限って考え

ると、f(±K + k + A(t)) ≃ (3/2)(∓kx + iky ∓ A0e
∓iΩt) と近似できるので非ゼロの

Fourier成分は

Ĥ0(±K + k) =

(
m 3

2v(∓kx + iky)e
−iky

3
2v(∓kx − iky)e

iky −m

)
, (87)

Ĥ±1(±K + k) = Ĥ†
∓1(±K + k) =

(
0 ∓ 3

2vA0e
−iky

0 0

)
(88)

のみである。このとき van Vleck展開における Floquet有効ハミルトニアンは 1/Ωの 1

次で打ち切ると

Ĥeff(±K + k) ≃ Ĥ0 +
[Ĥ−1, Ĥ+1]

Ω
(89)

=

(
m∓ 9v2A2

0

4Ω
3
2v(∓kx + iky)e

−iky

3
2v(∓kx − iky)e

iky −m± 9v2A2
0

4Ω

)
(90)

である。すなわち円偏光レーザーは 1/Ωの最低次では Diracハミルトニアンにおける質

量項を制御するはたらきを持つ。ここで m と 9v2A2
0/4Ω のどちらが支配的かに応じて、

2つの Dirac点 (±)での質量ギャップの符号が同符号か異符号かが異なることに注意され

たい*42。質量項の符号が異なるハミルトニアンどうしはハミルトニアンをいかに連続変

形してもギャップを閉じない限りはつなげることができないため、mが支配的なハミルト

ニアンと 9v2A2
0/4Ω が支配的なハミルトニアンはトポロジカルに区別できるものになっ

ている。

Dirac点近傍に限らない一般の波数および一般の外場振幅 A0 の場合も全く同様に計算

できるが、実空間表記 (76)を用いて高周波展開を実行すると 1/Ωの補正項が表す物理的

なプロセスがわかりやすいのでここではその計算を見てみよう。Peierls位相込みのホッ

*42 同符号・異符号はギャップが閉じる電場振幅 A0 = 2
√

|Ωm|/3v の前後で切り替わるが、これは先に
±K 直上で求めた条件 A0 = 2

√
m(±Ω−m)/3v の Ω ≫ mでの表式と一致する。



ピング振幅の Fourier成分を

t
(n)
ij =

∫ T

0

dt

T
tije

−iA(t)·(Ri−Rj)einΩt (91)

と書いたとき、一般のタイトバインディング模型 (65)に対する van Vleckハミルトニア

ンは実空間の生成消滅演算子の反交換関係を用いることで

Ĥeff =
∑
ijσ

t(0)ij +
∑
n̸=0

∑
k

t
(−n)
ik t

(n)
kj

nΩ

 ĉ†iσ ĉjσ (92)

となることがすぐにわかる。この表式からわかるように、補正項は 2回の最近接ホッピン

グで到達できるサイトへのホッピング、すなわち次近接ホッピングを記述する*43。特に

蜂の巣格子の場合に、t(m)
ij を Jacobi-Anger 展開を用いて Bessel 関数で表した上でサイ

ト k の和を実行すると、補正項の具体形が

Ĥ
(1)
eff = iκ

∑
ij

(â†i âj − b̂†i b̂j)

2∑
l=0

δRi,Rj+
√
3(cos 2πl/3,sin 2πl/3) + H.c. (93)

κ =

∞∑
n=1

2v2[Jn(A0)]
2

nΩ
sin

2πn

3
(94)

と計算できる*44。つまり、グラフェンにトポロジカルギャップを開ける項は実空間で見

ると虚数振幅 iκの次近接ホッピングである。蜂の巣格子にこのような虚数ホッピングを

導入した模型は Haldane模型と呼ばれており、外部磁場を印加せずとも量子 Hall効果が

現れることがはじめて例示された模型である。当初 Haldane模型は実験的に実現するこ

とのできないトイモデルだと考えられていたが、ここで見たように Floquet理論の枠組み

を用いればグラフェンと円偏光レーザーという比較的シンプルなセットアップによって実

現できることがわかり、この研究を契機として周期駆動を利用したトポロジーの制御が盛

んに議論されるようになった。

*43 格子構造によっては次近接よりも遠いサイトへ到達できることがある。
*44 結果を波数空間表示すると

Ĥeff(k) =

(
m+ κg(k) vJ0(A0)f(k)e−iky

vJ0(A0)f∗(k)eiky −m− κg(k)

)
, (95)

g(k) =

2∑
l=0

2 sin
√
3k ·

(
cos

2πl

3
, sin

2πl

3

)
(96)

であり、k = ±K のまわりで展開すれば式 (90)が再現する。



詳細には立ち入らないが、Haldane模型がトポロジカル相転移を示すことは例えば

d(k) :=
1

2
Tr[Ĥeff(k)σ] (97)

= (vJ0(A0)Re[f(k)e−iky ],−vJ0(A0)Im[f(k)e−iky ],m+ κg(k)) (98)

の向き d̂(k) = d(k)/|d(k)| を波数の関数として Brillouin ゾーン全体でプロットしてみ

ることでわかる。実際にトポロジカルに自明な場合と非自明な場合それぞれについて、

d̂(k)を模式的にプロットしたものを図 4(c), (d)に示した。トポロジカルに非自明な状態

では d̂(k)は球面をちょうど一周覆うようにすべての方角を取るのに対してトポロジカル

に自明な状態では球面を覆わない。両者は d̂(k)をいかに連続変形してもつなげることが

できず、ギャップが閉じて d̂(k)が定義できない点が生じたときのみ両者がつながる。こ

の d̂(k) が球面を覆う回数は一般には Chern 数と呼ばれるトポロジカル量に対応してい

る*45。このようなハミルトニアンの幾何学的な性質が物理的な応答にも顔を出し、更に

はそれが量子化するというのがトポロジカル物質の面白いところである。トポロジカル

な応答を担う表面の伝導状態の個数がトポロジーで特徴づけられるという性質は Floquet

有効ハミルトニアンでも平衡系と同様に成り立つが、Floquet状態に対しては平衡と同様

の分布が実現するとは限らないため、非平衡系でも応答の量子化が起こるかどうかは一般

に非自明な問題である。

3.3 異常 Floquetトポロジカル絶縁体

前節で高周波駆動におけるグラフェン系のバンドトポロジーを見たが、周波数を

小さくしていくと何が起こるだろうか？グラフェンの模型は外場印加前はバンド幅

W = maxE(k) −minE(k)がW = 6v であり*46、Ω ≫ W であれば高周波展開はよい

近似を与える。外場ゼロでのエネルギースペクトルを Sambe空間上で考え、周波数を小

さくしていったときの振る舞いを考えると、Ωが小さくなるにつれバンドのコピーどうし

が接近し、Ω < W になるとついには異なる Fourier指数に属していたバンドどうしが交

差を持つようになる。ここで外場をオンにするとこれらの交差が準位反発を起こし新たな

ギャップが開くのだが、実はこのギャップもトポロジカルに非自明なギャップになること

が数値計算により確認できる。周波数をさらに小さくしていくと異なる Fourier指数のバ

*45 線形化した有効ハミルトニアン (90) の Chern 数 C± は具体的に計算できて C± =

(1/2)sgn(−9v2A2
0/4Ω ± m) となる。m が十分小さければこれらの和はたしかに非自明な値

C = C+ + C− = −sgnΩ ̸= 0になる。
*46 外場が印加されているときは ∼ J0(A0)倍される。
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図 5 蜂の巣格子モデル (76)で Ωを小さくしていったときの擬エネルギースペクトル

の変化を k1 := k ·a1 の関数としてみたもの。点線は第一 Floquet Brillouinゾーンの
境界 ±Ω/2で、エネルギー方向の不定性を含めてプロットしている。m = 0, A0 = 0.7

とした。a2 方向に固定端条件を設けて解いており、トポロジカルに非自明なギャップ

にはエッジ状態がみられる。

ンドが何重にも重なるようになって、準位反発の構造はどんどん複雑になっていく。実際

に A0 ̸= 0のときの (Sambe空間における)バンド構造を数値的に計算したものを図 5に

示す。ここでは a2 方向に固定端条件を課したリボン状の系で計算を行っており、トポロ

ジカルに非自明なバンドギャップの中には端に局在した伝導状態が現れている。

実は低周波駆動で現れる構造は単に複雑というわけではなく、平衡系には存在しない周

期駆動系に特有なトポロジカル相を含むことがわかっている*47。Sambe空間での対角化

をもとに各バンドの Chern数を計算してみると、どのバンドも Chern数 0であるにも関

わらずエッジ状態が現れる場合がある。このようなケースは異常 Floquetトポロジカル絶

縁体と呼ばれる [20, 21]。このような状態が現れるのは、エネルギー方向に周期性があり

Brillouin ゾーンが存在するという周期駆動系特有の事情による。2 枚のバンドにギャッ

プが開いているとき、エネルギー方向に周期性があると必然的に片方のバンドを基準にし

て上と下の 2種類 (今の例では ϵ = 0,Ω/2の 2箇所)のギャップが定義できる。これらの

ギャップそれぞれに対するエッジ状態の本数を表すトポロジカル数は実は独立であるが、

通常の定義の Chern数はその差になっている*48。つまり、2つのトポロジカル数が同じ

*47 平衡系に存在しない相があることは時間発展が静的な演算子 F̂ = iT−1 ln Û(t0 + T, t0) で書けること
と矛盾するように思うかもしれないが、Ωの整数倍に関する不定性をどのように取っても F̂ に k に関す
る不連続性が残ってしまう、といった形で、k に関して連続な平衡系の対応物が存在しない場合がある。
このような状態は高周波展開が破綻するような領域にのみ現れうる。

*48 トポロジカル数の符号をどう定義するかで和か差かは異なるが、エッジ状態の群速度の符号に合わせた場
合は差になる。
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図 6 Rice-Mele模型を用いた電荷ポンピング Ĥ(t) =
∑

i(v+δ(−1)i sinΩt)ĉ†i ĉi+1+

H.c. +
∑

i m(−1)i cosΩtĉ†i ĉi に対する擬エネルギースペクトル。δ = m = v, Ω =

0.6v とした。

値を取る場合には Chern数が 0であるにも関わらず端状態が現れるわけである*49。

ここで挙げたのはエネルギー方向の周期性によって生じる「非平衡系に特有なトポロ

ジカル相」という概念の一例にすぎず、Chern絶縁体に限らず様々な研究の発展がある。

たとえば波数方向の周期性のためにバンド分散には普遍的な制限があることを主張する

Nielsen-Ninomiyaの定理というものが知られているが、エネルギー方向にも周期性があ

る場合には前提条件が崩れるのでこの定理を破ったバンド分散 [Weyl分散が (ペアではな

く)単体で現れるバンド分散など]が実現する [9, 22]。その最も単純な例は断熱極限にお

ける Thoulessポンピングで、電荷ポンプの起こるハミルトニアンの擬エネルギーを計算

すると図 6のようにエネルギー方向に巻き付きを持った分散関係が現れる*50。断熱極限

では、断熱定理の帰結として得られる Schrödinger 方程式の解が Floquet 状態になって

おり、その擬エネルギーが

ϵα =

∫ T

0

dt

T

[
Eα(t)− i⟨uα(t)|

∂

∂t
|uα(t)⟩

]
(99)

*49 Sambe 空間のハミルトニアンを |m| ≤ M で打ち切ってしまえば、有限個の内部自由度を持つ平衡系の
問題であるので通常のトポロジカル相の分類が適用できて、エッジ状態の本数はギャップより低エネル
ギーのバンドの Chern数を足し上げることで計算できる。異常トポロジカル絶縁体が実現する場合には、
最低エネルギーバンドと最高エネルギーバンドが、本来は他のバンドと等価な解であるべきなのだが打ち
切りの影響を強く受けて非自明な Chern 数を持ち (これらのバンドはトポロジカル転移の際に対を組め
ず他のバンドと Chern数がずれる場合がある)、Chern数の総和にその値が寄与する。

*50 ただし、実際には Ω ̸= 0のときは非断熱効果のために ϵ = Ω/2に指数関数的に小さなギャップが開いて
いる。文献 [23]を参照。



で与えられる。ここで Eα(t)と |uα(t)⟩はそれぞれ瞬時的なハミルトニアン Ĥ(t)の固有

値と固有ベクトルで、第 2 項はいわゆる Berry 位相に Ω/2π を乗じたものである。つま

り、電荷のポンピングを特徴づけるトポロジカル量が直接擬エネルギーに現れ、平衡系で

実現しえない巻き付きを持った分散を特徴づけている。

また、連続的な時間並進対称性は自発的に破れないことが証明されているが、離散的な

並進対称性の場合はその限りではなく、時間結晶と呼ぶべき非平衡系に特有の状態が実現

しうることも盛んに議論されている [24]。

4 周期駆動系の統計力学

Floquet の定理は時間発展に関する定理であった。静的な系ではハミルトニアン

Ĥ は時間発展を支配すると同時に、熱平衡状態を記述する Gibbs アンサンブル ρ̂ =

e−βĤ/Tre−βĤ を介して統計力学的な性質をも支配するのであった。ここまで議論してき

たように Floquet有効ハミルトニアン F̂ = iT−1 ln Û(t0 + T, t0)は波動関数の時間発展

を支配するが、静的な系と同じように平衡統計力学をそのまま適用することはできるだろ

うか？ Floquet有効ハミルトニアンの固有値には Ωの整数倍の不定性が残ることを思い

出すと、ナイーブに書き下した Gibbs アンサンブル ρ̂eff = e−βF̂ /Tre−βF̂ は一意には定

まらず、少なくとも全く同じとはいかないことが直ちにわかる。この問題には、量子力学

的な時間発展の末に熱平衡状態は実現するのか、するとしたら何故か、といった基礎的な

問題が深く関わっており、関連する知見に照らしながら周期駆動系の定常状態がどうなる

べきかを考えなくてはならない。これが本章の主題である。

周期駆動量子系の統計力学を考えるにあたってまず、熱力学的な観点からは、周期駆動

された物理系が最終的に迎えるべき定常状態はいわば「熱的な死」であることを注意して

おこう。今考えている問題では熱浴との接触がない物理系が絶えず駆動されており、最終

的には (エネルギー保存の制約がない状況での)エントロピー最大状態、すなわち温度が

無限大の状態に行き着くはずである*51。量子力学が熱力学や統計力学と整合する体系に

なっているのだとすれば、一般に (孤立した)周期駆動量子系は真に長い時間発展ののち

*51 これはまさしく死と呼ぶべき状態には違いないが、宇宙の終状態を指して言う本来の熱的な死とはかなり
様相が異なる。とはいえ実現しうる最も無秩序な状態という意味では共通しており、同様に「死」と形容
することがしばしばある (例えば文献 [25])。単に無限温度状態と呼ぶことも多い。また、無限温度に向
かうことを Floquet thermalization等と呼ぶこともある。



にはやはり「死」を迎えるはずである*52。実際にモデル計算の範囲内でこの性質が再現で

きるかどうかは別にしても、周期駆動系には平衡統計力学のようなどんな系にも適用可能

な公式というのは (非自明な物理状態に対しては)存在しないことが示唆され、必然的に

過渡的な準安定状態や外部へのエネルギー散逸のもとでの非平衡定常状態を議論する必要

がある。すなわち外場の導入の仕方や対象が置かれている環境、着目する時間スケール等

の詳細に合わせて適切なアプローチを選択する必要があり、取るアプローチによって異な

る状態が得られることになる。このような非平衡の統計力学は十分には確立しておらず、

どの取り扱いがより適切かについては現状では判断を保留せねばならないことに注意され

たい。

以下ではまず、時間に依存しないハミルトニアンでの時間発展における熱平衡化に関す

る議論*53を簡単に紹介し、そこからの類推で、相互作用のない電子系における非平衡分布

の例をいくつか紹介する*54。ここでの計算は外部環境が自由度として考慮されておらず、

熱的に孤立しているとみなせる場合に相当する。続いて環境との相互作用のもとでエネル

ギーが弱く散逸することを仮定したときにどのような分布ができるのかを、相互作用のな

い電子系に相互作用のない粒子浴が結合している最も解きやすい場合について調べる。最

後に孤立系に話を戻し、一般の (非可積分な)多体系の熱力学極限で見られる長時間での

熱的な死と、それより短い時間スケールで実現しうる準安定状態について紹介する。

4.1 孤立系での対角アンサンブルへの緩和

まずは Floquet の定理が時間発展に関する定理であることに鑑みて、時間依存

Schrödinger 方程式と統計平均値の関係を簡単に見ておこう。統計平均を考えるにあ

たっては、純粋状態と混合状態の両方が扱えるように (波動関数 |Ψ(t)⟩ではなく)密度行

列 ρ̂(t)を多くの場合考える。ρ̂(t)は Liouville方程式

i
∂

∂t
ρ̂(t) = [Ĥ(t), ρ̂(t)] (101)

*52 例えばベクトルポテンシャルA(t)を通して周期駆動されている電子系では

d

dt
⟨Ĥ(t)⟩ = ⟨

∂Ĥ(t)

∂t
⟩ = ⟨

∂Ĥ(t)

∂A
⟩ ·
∂A

∂t
= J ·E (100)

となっており (J は電流密度期待値)、系の内部エネルギー ⟨Ĥ(t)⟩ は (熱力学的性質を備えた系であれ
ば)Joule熱の発生にともなって増大していくはずである。

*53 このあたりは筆者の専門ではないので、和文解説 [26]やレビュー [27]等を併せて参照されたい。
*54 現実には相互作用の影響は (特に長時間発展では) 無視できないので、定常状態への緩和が相互作用が無
視できるような短時間で実現するとしたらどのようになるか、という目安と考えるべきものである。



に従って時間発展するが、その形式的な解は時間発展演算子を用いて

ρ̂(t) = Û(t, t0)ρ̂(t0)Û
†(t, t0) (102)

と表すことができる*55。

さて、まずはハミルトニアンが時間に依存せず、エネルギーが保存する場合について考

えてみよう。時間発展演算子はハミルトニアンの固有状態 Ĥ|uα⟩ = Eα|uα⟩を用いて

Û(t, t0) =
∑
α

|uα⟩⟨uα|e−iEα(t−t0)

と展開できるので、ραβ = ⟨uα|ρ̂(t0)|uβ⟩のもと

ρ̂(t) =
∑
αβ

ραβ |uα⟩⟨uβ |e−i(Eα−Eβ)(t−t0) (104)

を得る。特に演算子 Ô の期待値は

⟨Ô⟩ = Tr[Ôρ̂(t)] =
∑
αβ

ραβ⟨uβ |Ô|uα⟩e−i(Eα−Eβ)(t−t0) (105)

と計算することができる。

この表式の α ̸= β の非対角項には e−i(Eα−Eβ)t という位相因子が現れる。縮退がない

ことを仮定すれば、これらの非対角項は各々、無限に長い時間にわたって平均すれば 0と

みなせる*56。したがって十分な時間が経ったのちの物理量は対角要素だけを取り出した

アンサンブル
ρ̂diag =

∑
αβ

ραα|uα⟩⟨uα| (106)

を使って計算したものと多くの場合一致する。さらに熱力学的に正常な系であれば、

一般の (全エネルギーのゆらぎが小さい) 初期状態から構成した対角アンサンブルの

期待値がミクロカノニカル分布での期待値にも一致することが期待されるが、固有状

態熱化仮説 (ETH; eigenstate thermalization hypothesis) と呼ばれる仮定を満たすハ

*55 i∂tÛ(t, t0) = Ĥ(t)Û(t, t0)を用いると

i
∂

∂t
[Û†(t, t0)ρ̂(t)Û(t, t0)] = 0 (103)

であり、この両辺を [t0, t]で積分すればただちに示せる。
*56 あるいは、十分な時間が経過すれば各非対角項の位相はバラバラな値を取るようになり、多数の非対角項
が存在する場合にはそれらが互いに干渉しあって期待値にはほとんど寄与しないはずである、と考えても
よい。



ミルトニアンでは実際にそのようになることが知られている。ETH を満たす系では

固有状態 |uα⟩ の各々が熱平衡とみなせる状態にあり、⟨uα|Ô|uα⟩ が (内部エネルギー

を Eα としたときの) 熱力学的な期待値 ⟨Ô⟩th に一致しており、対角アンサンブルは∑
α ραα⟨uα|Ô|uα⟩ = ⟨Ô⟩th

∑
α ραα = ⟨Ô⟩th のように熱平衡値を返す。

さて、それでは上記の議論は周期駆動系ではどのように修正されるべきだろうか？離散

的な時刻 t = t0 + nT に着目する分には、系の時間発展は静的なハミルトニアン F̂ での

時間発展に一致するということを思い出すと、周期駆動系での物理量の期待値もやはり対

角アンサンブルの期待値へと収束すると期待される。実際、周期駆動系では時間発展演算

子が式 (29)のように Floquet状態に展開できるので、ραβ = ⟨vα(t0)|ρ̂(t0)|vβ(t0)⟩のも
とでやはり

ρ̂(t) =
∑
αβ

ραβ |vα(t)⟩⟨vβ(t)|e−i(ϵα−ϵβ)(t−t0) (107)

のように表すことができる。特に t = t0 + nT の離散的な時刻だけに着目すれば、

|vα(t0 + nT )⟩ = |vα(t0)⟩は定数とみなせて形式的には平衡系と全く同じ構造になるので、
十分な時間が経過すれば擬エネルギーに関する対角アンサンブルへの帰着が期待される。

ただしここまでの議論だけからは F̂ が ETHを満たすかどうかは明らかでなく、対角アン

サンブルが F̂ に関する Gibbsアンサンブルと等価である必然性はない*57。

後の節で詳しく議論するが、周期駆動系のあるべき終状態が無限温度状態であったこと

を思い出すと、この対角アンサンブルはそのような状態に等価であるべきで、実際に一般

の多体系ではそうなる (つまり F̂ の固有状態は無限温度状態とみなせる)。ただし、上記

の議論は全ての非対角項の位相が全くバラバラになるような十分に長い時間ののちに成立

するものであり、擬エネルギー差 ϵα − ϵβ が小さい値を取る項についてはしばらくの間寄

与が生き残る。ごくわずかな擬エネルギーの差を無視したときに無限温度状態が現れない

ことはしばしばあり、そのような近似的な F̂ のもとでの対角アンサンブルは非自明な期

待値を返す準安定状態を記述する。

以下では多体系に普遍的に現れる無限温度状態のことは一旦忘れて、F̂ が (近似的に)

一体問題である場合を考えよう。一体問題では ETHは成立しないが、F̂ の対角アンサン

ブルへの収束は起こるはずなので、そのもとでどのような分布関数が得られるかをまずは

検討する。

*57 逆に F̂ あるいはその近似形が ETH を満たす場合には等価な結果を返すことが期待される。章の冒頭に
擬エネルギーの不定性について述べたが、仮に ETH を満たすような F̂ があったとして、そこから固有
値の一部を Ωの整数倍だけシフトさせた場合は ETHが破れるため矛盾は生じない。



4.2 孤立系の一体問題

4.2.1 Sudden approximation

前節で見たように、ある時刻 t = t0 における密度行列 ρ̂(t0)が既知ならば、緩和後の対

角アンサンブルが直接計算できる。そこで例えば、ρ̂(t0)として外場なしのハミルトニア

ン Ĥeq の平衡状態

ρ̂eq =
e−β(Ĥeq−µN̂)

Tr[e−β(Ĥeq−µN̂)]
(108)

を選ぶことがある*58。これは t < t0 では外場が印加されておらず、t = t0 で突然外場

がスイッチオンされた場合の計算に相当する (Sudden approximation等と呼ぶことがあ

る)*59。

特に Ĥeq =
∑

αEαĉ
†
αĉα で表されるような相互作用のないハミルトニアンから Ĥ(t)で

表される相互作用のない周期駆動系へのスイッチングでは、非平衡分布関数 fα は

fα := Tr[ρ̂(t)ψ̂†
α(t)ψ̂α(t)] =

∑
β

f(Eβ)|⟨β|ψα(t0)⟩|2 (109)

と表される*60。ここで |β⟩ は Ĥeq の一粒子固有ベクトル、|ψα(t)⟩ は Ĥ(t) の一粒子

Floquet状態で、場の演算子は

ψ̂α(t) =
∑
γ

⟨ψα(t)|γ⟩ĉγ (113)

の関係で結ばれている。f(E) = (1 + eβ(E−µ))−1 はフェルミ分布関数である。非平

衡分布の計算には t = t0 での Floquet 状態 |ψα(t0)⟩ が必要だが、これは F̂ (t0) =

*58 β は逆温度、µは化学ポテンシャル、N̂ は電子数を数える演算子である。
*59 ある時刻 t = t0 で突然 (時間に依存しない)ハミルトニアンを Ĥ1 から Ĥ2 へと変更したときの時間発展
を調べる問題は量子クエンチ (quantum quench)と呼ばれ、様々なモデルでその性質が調べられている
が、ここでのセットアップはまさに Ĥ2 として Floquet有効ハミルトニアン F̂ を採用したクエンチ問題
になっている。

*60

∵ Tr[ρ̂(t)ψ̂†
α(t)ψ̂α(t)] =

Tr[Û(t, t0)e−β(Ĥeq−µN̂)Û†(t, t0)ψ̂
†
α(t)ψ̂α(t)]

Tr[e−β(Ĥeq−µN̂)]
(110)

=
Tr[e−β(Ĥeq−µN̂)ψ̂†

α(t0)ψ̂α(t0)]

Tr[e−β(Ĥeq−µN̂)]
(111)

=
∑
βγ

Tr[e−β(Ĥeq−µN̂)ĉ†β ĉγ ]

Tr[e−β(Ĥeq−µN̂)]
⟨β|ψα(t0)⟩⟨ψα(t0)|γ⟩ (112)
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図 7 sudden approximation のもとでの蜂の巣格子モデル (76) の非平衡分布関数を
ky = 0 について濃淡で描画したもの。m = 0, A0 = 0.9 とした。初期状態の温度は

kBT = 0.05v である。

iT ln Û(t0 + T, t0)の固有ベクトルとして計算するのが (Sambe空間での対角化等と比べ

ると)簡便である。

駆動が弱く外場の印加前後であまり固有ベクトルに変化がないと仮定すれば、熱平衡分

布と近い分布が生じることが期待されるが、準位反発等が発生した場合にどのような分布

が実現するかは一般に非自明な問題である。例えばこの分布を仮定したときに、グラフェ

ンを共鳴的に駆動してできる異常 Floquet トポロジカル絶縁体のエッジ状態がどのよう

に占有され Hall応答を出すのか、といったことが文献 [28]で議論されている。図 7には

同様の計算をバルクの準位について行い得た分布を ky = 0に沿って示した*61。

4.2.2 Adiabatic approximation

前節に挙げた場合とは対照的に、外場をゆっくり導入するような極限を考えるとどうだ

ろうか。(縮退のない) 時間に依存しないハミルトニアンの問題では、系のパラメータを

ゆっくりと変化させたときに、固有状態間の遷移は起こらず、固有状態は固有状態にとど

まるという事実が断熱定理として知られている。一般の周期駆動系 (特に高周波駆動)で

はパラメータ変化は断熱的ではないが、高周波の振動に加えて振幅をゆっくりと変化させ

た場合は、各時刻で瞬間的には Floquet 有効ハミルトニアン描像を取ることができてそ

のパラメータ (振幅)がゆっくりと変化するとみなすことができる。そのような場合は式

(104)で t0 → −∞とした上で、Floquet有効ハミルトニアンに対する断熱定理が成り立

*61 注視すると分布が左右非対称になっていることに気づく。これは外場を印加した瞬間の時刻の電場の向き
を反映したものであるが、現実の相互作用する系ではこのような初期時刻の情報は通常は長時間にわたっ
ては残存しない。
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図 8 adiabatic approximationのもとでの蜂の巣格子モデル (76)の非平衡分布関数
を ky = 0について濃淡で描画したもの。m = 0, A0 = 0.9とした。初期状態の温度は

kBT = 0.05v である。

つことを仮定すれば*62

fα = f(Eα) (114)

となる。ここで Floquet 状態 ψ̂α(t) のラベル α は外場振幅の関数として擬エネルギー

が連続になるように定めるものとし、外場 0 のとき (無限の過去) の固有エネルギー

を Eα とした。高周波展開が適用できる系では多くの場合、(対称性による制約がなけ

れば) 有効ハミルトニアンの基底状態がそのまま実現すると考えてよい*63。図 8 に、

sudden approximation のときと同様にして計算した、グラフェンの模型での adiabatic

approximation のもとでの分布関数を示す。この模型には 2 つしかバンドがなく、かつ

ϵ = 0,Ω/2にはトポロジカル転移の直上を除き常にギャップが開いているので、ϵの符号

は外場振幅を変化させていく過程で変化しないことを用いてどの初期状態とつながってい

るかが同定できる。

*62 Hilbert 空間が有限次元であれば平衡系の断熱定理が周期駆動系にも拡張できることが知られているが、
無限次元の場合には 4.4節で紹介するような病的なエネルギースペクトルが実現して無数の小さなギャッ
プが生じるために断熱極限が定義できなくなる [29, 30]。このような場合もパラメータの変化速度を有限
に固定し適切にカットオフエネルギーを導入すると断熱定理を仮定した結果を近似的に再現できることが
ある。

*63 一般には、擬エネルギーが連続変化するという条件のもとで系の内部エネルギー ⟨Ĥ(t)⟩(の時間平均)が
小さい状態どうしがつながるとは限らない。特に Sambe 空間において異なる M̂Ω のセクターにあった
状態どうしが準位反発する場合 (高周波展開が明らかに破綻する場合) には内部エネルギー期待値が大き
く変化する。このような場合に実現する分布は一般には外界へのエネルギー散逸があると不安定になると
予想される。



4.3 開放系の一体問題

ここまでは純粋に時間周期ハミルトニアン Ĥ(t)で表される時間発展のもとで実現する

孤立系の非平衡分布を見てきた。実際、冷却原子系などでは孤立系に非常に近い状況を作

り出すことができるが、通常はモデルで無視されている自由度や環境との結合を介してエ

ネルギーの散逸が起こる。エネルギーの散逸に関わる典型的な時間スケールより長時間で

の振る舞いを見る場合は環境との結合を考慮した開放系としての記述を取るほうがふさわ

しい。量子開放系の一般論に触れる余裕はないが、ここでは相互作用のないフェルミオン

の駆動系に相互作用のないフェルミオン粒子浴が結合しているという最も単純なケースに

ついて素朴な計算から分布関数を導出してみよう。

環境を含めた全体のハミルトニアンが

Ĥtot(t) =
∑
αβ

⟨α|Ĥsys(t)|β⟩ĉ†αĉβ +
∑
pα

(Vpĉ
†
αb̂αp + V ∗

p b̂
†
αpĉα) +

∑
pα

ωpb̂
†
αpb̂αp (115)

で表されるとしよう。ここで Ĥsys(t)は興味がある周期駆動されている一体問題のハミル

トニアンで、|α⟩はこの一体問題の Hilbert空間の適当な正規直交基底、ĉα はその基底に

対応するフェルミオンの消滅演算子である。b̂αp は |α⟩ と結合している環境の自由度で、
各 |α⟩に対して膨大な数の自由度が結合しているのを pでラベル付けしている。ωp は p

でラベル付けされた環境自由度の固有エネルギー、Vp は環境と系の結合の強さである (そ

れぞれ簡単のため α依存性はないものとした)。これは物理的には b̂で記述される金属基

板の上に置いた ĉで記述される低次元系のモデルに相当する。このようなフェルミオンの

環境系はしばしば Büttiker熱浴と呼ばれる。

ここから環境の自由度を消去した運動方程式を導出することで開放量子系としての記述

を行うことができる。一般論としては密度行列に着目する量子マスター方程式の方法や一

体の相関関数に着目する非平衡グリーン関数の方法等が知られるが、多体系への拡張を念

頭に置かなければ場の演算子そのものの運動方程式が簡潔で解きやすい。そこでここでは

Heisenberg表示された場の演算子の運動方程式

i∂tĉα(t) = [ĉα(t), Ĥtot(t)] =
∑
β

⟨α|Ĥsys(t)|β⟩ĉβ(t) +
∑
p

Vpb̂αp(t), (116)

i∂tb̂αp(t) = [b̂αp(t), Ĥtot(t)] = V ∗
p ĉα(t) + ωpb̂αp(t) (117)

を考えてみよう。これらは場の演算子について線形なので容易に解くことができる。環境



自由度を消去することを念頭に後者の解

b̂αp(t) = b̂αp(t0)e
−iωp(t−t0) − iV ∗

p

∫ t

t0

dt′ĉα(t
′)e−iωp(t−t′) (118)

を前者に代入すると

i∂tĉα(t) =
∑
β

⟨α|Ĥsys(t)|β⟩ĉβ(t)

− i
∑
p

|Vp|2
∫ t

t0

dt′ĉα(t
′)e−iωp(t−t′) +

∑
p

Vpb̂αp(t0)e
−iωp(t−t0) (119)

のようにして、(現在時刻における)環境自由度の情報を含まない方程式に書き直すことが

できる。ただしその代償として、第 2項を通して運動方程式が現在時刻だけでなく過去の

履歴に依存したものになる。

熱浴が broad-band conditionと呼ばれる条件を満たすときには、第 2項は即時的な項

−iΓĉα(t)に置き換えることができて方程式がMarkov的になる*64。このときの着目系の

Floquet状態に対応する場の演算子

ψ̂α(t) =
∑
β

⟨ψα(t)|β⟩ĉβ(t) (123)

の運動方程式を求めると、

i∂tψ̂α(t) = −iΓψ̂α(t) +
∑
βp

Vp⟨ψα(t)|β⟩b̂βp(t0)e−iωp(t−t0) (124)

*64 第 2項は環境のスペクトル密度

J(ω) =
∑
p

π|Vp|2δ(ω − ωp) (120)

を用いると

−i
∑
p

|Vp|2
∫ t

t0

dt′ĉα(t
′)e−iωp(t−t′) = −2i

∫ ∞

−∞

dω

2π

∫ t

t0

dt′J(ω)ĉα(t
′)e−iω(t−t′) (121)

のように書き直すことができる。右辺が現在時刻 t近傍のみで決まるのは J(ω)が幅広いスペクトルを持
つときで、理想的には J(ω) ≃ Γであるとすれば

−i
∑
p

|Vp|2
∫ t

t0

dt′ĉα(t
′)e−iωp(t−t′) ≃ −2iΓ

∫ ∞

−∞

dω

2π

∫ t

t0

dt′ĉα(t
′)e−iω(t−t′) = −iΓĉα(t) (122)

が得られる。ただし一般には現実の固体電子がこの条件をよく満たすとは限らない。



を得る*65。これはやはり初等的に解くことができて

ψ̂α(t) = ψ̂α(t0)e
−Γ(t−t0) − i

∫ t

t0

dt′
∑
βp

Vp⟨ψα(t
′)|β⟩b̂βp(t0)e−Γ(t−t′)−iωp(t

′−t0) (125)

となる。初期時刻の情報 ψ̂α(t0) は時定数 1/Γ で減衰していき、b̂βp(t0) のみで記述され

る定常状態が t0 → −∞では実現する*66。対応する場の演算子は、Floquet状態を

|ψα(t)⟩ =
∞∑

m=−∞
|vα,m⟩e−i(ϵα+mΩ)t (126)

と Fourier級数展開すれば

ψ̂α(t)|t0→−∞ =
∑
βpm

Vp⟨vα,m|β⟩b̂βp(t0)
ωp − ϵα −mΩ+ iΓ

ei(ϵα+mΩ)t−iωp(t−t0) (127)

と計算することができる。

t = t0 で熱浴が熱平衡状態にあれば ⟨b̂†αq(t0)b̂βp(t0)⟩ = δαβδpqf(ωp)であるので、定常

状態の分布関数はいくつかの式変形ののちに

fα :=

∫ T

0

dt

T
⟨ψ̂†

α(t)ψ̂α(t)⟩t0→−∞ (128)

=
∞∑

m=−∞

∫ ∞

−∞

dω

2π

2Γ

ω2 + Γ2
f(ω + ϵα +mΩ)⟨vα,m|vα,m⟩ (129)

Γ/kBT→0−→
∞∑

m=−∞
f(ϵα +mΩ)⟨vα,m|vα,m⟩ (130)

と計算できる*67。これは駆動されていない系に適用した場合通常のフェルミ分布を再現

するという点で、ある意味で平衡分布の周期駆動系への拡張となっている。

高周波展開がよく成立する場合には m = 0成分が主要であるので、Floquet有効ハミ

ルトニアンに対する平衡分布に非常に近い状態が実現することになる。他方、伝導体と

価電子帯のバンドが共鳴的に混成してできる (高周波展開では捉えられない)状態はこの

描像のもとでは fα ∼ 1/2 なる「高温」状態となっており、物性への寄与は小さいはず

*65
∑

β⟨i∂tψα(t)|β⟩ĉβ(t) = −
∑

β⟨ψα(t)|Ĥsys(t)|β⟩ĉβ(t) = −
∑

βγ⟨ψα(t)|β⟩⟨β|Ĥsys(t)|γ⟩ĉγ(t) が
式 (119)の第 1項と相殺することを用いた。

*66 対角アンサンブルへの緩和が t− t0 ≪ 1/2Γ で実現する場合には、前節で調べた分布への緩和がまず起
こり、その後ここで調べている分布への緩和が起こる。

*67 ここで再び J(ω) ≃ Γを用いて |Vp|2 を Γに書き換えた。



-0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4

-4

-2

0

2

4

3 kx/4�

�(
k
)/
v

-0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4

-2

-1

0

1

2

3 kx/4�
�(
k
)/
v

-0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

3 kx/4�

�(
k
)/
v

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0Ω= 10v Ω= 4v Ω= 2v

図 9 Γ → 0 での Büttiker 熱浴と結合した蜂の巣格子モデル (76) の非平衡分布関
数を ky = 0 について濃淡で描画したもの。m = 0, A0 = 0.9 とした。熱浴の温度は

kBT = 0.05v である。

である*68。ここで得られた結果は Floquet Green 関数法 [5]を用いて計算したものと一

致する。特にグラフェンに円偏光を照射したときの Hall電流応答ははじめ上記と類似の

セットアップ*69での数値計算によって調べられた [18]。図 8に、前節で示したのと同様

に Γ/kBT → 0での分布関数を示した。

以上、一体問題について、外場の入れ方や環境との結合の有無を加味して、定常状態の

分布関数を議論した。一般に共鳴的な励起が存在する場合の分布はこれらの条件に強く依

存するが、高周波展開が妥当な場合には有効ハミルトニアンに対してナイーブに平衡統計

力学を適用したのと定性的な差異はない。以下ではより現実に近い非可積分な多体系にお

いても、有効ハミルトニアンの平衡状態への緩和が高周波領域で起こることを紹介する。

4.4 孤立系の多体問題

4.4.1 Floquet eigenstate thermalization hypothesis

再び話を孤立系に戻して、今度は一般の多体系の場合について知られていることを述

べておこう。すでに述べたように、非可積分な多体系では多くの場合 ETHと呼ばれる条

件が満たされていて、エネルギー固有状態の各々が (局所的な物理量を見る限りは)熱平

衡状態とみなせるので、対角アンサンブルでの期待値はミクロカノニカル分布での期待

値に一致する (すなわち長時間ののちに系が熱平衡化する)。周期駆動系における熱力学

的な意味での定常状態は「熱的な死」であるべきだが、一方で Floquet 有効ハミルトニ

*68 ただし、実際には共鳴がある場合には (縮退がない仮定のもとで無視した) 分布の非対角項が非自明な寄
与を出す場合があり、特に幾何学的な非線形光学応答では非対角項が本質的な役割を果たす [31]。

*69 グラフェンの全サイトではなく左右のエッジに化学ポテンシャルの異なる熱浴を取り付けた状況が考えら
れている。
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図 10 磁場下の 1 次元 Ising 模型 Ĥ =
∑L

i=1(hxσ̂
x
i + hzσ̂

z
i + Jσ̂z

i σ̂
z
i+1) において x

方向の磁化 Ŝx = L−1 ∑L
i=1 σ̂

x
i の固有状態 |α⟩での期待値を固有エネルギー Eα の関

数としてプロットしたもの。(a) L = 14, hx = 0.8J, hz = 0.7J の非可積分な場合に

数値対角化で計算したもの。固有状態熱化仮説が成立しており、熱力学極限 L → ∞
では磁化が固有エネルギーの関数として一本の曲線に収束していくことが期待される。

(b) L = 26, hx = 0.8J, hz = 0の可積分な場合 (Jordan-Wigner変換によって厳密に
解くことができる)。システムサイズを大きくしても磁化の値は固有エネルギーに対し
定まった値を取らない。

アンが ETHを満たすならばその熱平衡状態への緩和が起こるはずである。両主張が整合

するにはどうあるべきかと考えると、Floquet有効ハミルトニアンの固有状態の各々は無

限温度状態とみなせるはずだ、という予想に行き着く。このような仮説を Floquet ETH

と呼ぶ。実際に非可積分な多体系を周期駆動する数値計算からは、熱力学極限において

Floquet ETHが満たされることが示唆されている。

量子力学と熱力学が相矛盾しないことは喜ばしいことにも思えるが、それでは多体系で

は本質的に Floquet engineeringと呼べるものは存在しないのだろうか？ 2章で述べた高

周波展開を多体系にナイーブに応用して得られる Floquet 有効ハミルトニアンの固有状

態は無限温度状態にはならないように思われるが、展開理論に何か致命的な誤りがあるの

だろうか？こうした疑問に取り掛かるために、まずは典型的に無限温度状態がいかにして

現れるかをもう少し詳しく考えてみよう。

無限温度状態が普遍的に現れる事実は、多体系のハミルトニアンを Sambe空間で考え

てみるとイメージしやすい。まず、外場を印加する前の静的な多体系を考えよう。この

多体系が ETHを満たすとすれば、図 10に示すように*70、固有エネルギー Eα を横軸に

*70 ここでの実例では格子サイト数 Lは熱力学極限には程遠いが (したがって磁化の値にもある程度揺らぎが



取って物理量の期待値のプロットを描くとすべての点が一つの関数の上に (小さな揺ら

ぎを伴って) 乗る。続いてこの系を (強度 0 の外場が印加されているとみなして) 敢えて

Sambe 空間で考えてみよう。Sambe 空間のハミルトニアンは Ĥ0 −mΩ (m ∈ Z) の形

のブロック行列のみからなり、固有値は Eα −mΩ で与えられる。ここで注意すべきこ

とは Eα は系の電子の個数 ∼ 1023 に比例する示量的なものである一方で Ω は系のサイ

ズには依存しない示強的なものであるということである。第一 Floquet Brillouinゾーン

[−Ω/2,Ω/2)に含まれる固有値のみが物理的に非等価であるが、この狭いエネルギー幅の

中には ∼ 2L 個 (L ∼ 1023)もの準位が押し込められている。

上で述べたのと同様にして、Sambe空間における固有値 (擬エネルギー)を横軸に取っ

て物理量の期待値をプロットすると、値が一つの関数には乗らず、それどころか実質的に

は物理的に取りうる値をすべて網羅してしまう。すなわち、一般に多体系は Sambe空間

で (擬エネルギーの関数として)見ると ETHを満たさないように見える [図 11(a)]。ここ

に小さな外場を加えると、擬エネルギーが縮退している状態どうしは (隠れた対称性等の)

特別な理由がなければ混成して準位反発を起こす。この混成にともなって物理量の期待値

が平均化されるが、今物理的にとり得る値がほとんど網羅されているので、各々の固有状

態にはそれらを平均した期待値が現れる [図 11(b)]。これはまさに無限温度状態と呼ぶべ

きものである。

4.4.2 Floquet prethermalization

前節の考察からは、もともとエネルギーが全く異なる状態*71どうしが Sambe空間では

不可避的に偶然縮退を作ってしまい、外場が加わると混成してしまうことが無限温度状態

が現れる根本的な原因であることがわかった。一方、エネルギーが全く異なる状態間の遷

移行列要素は (一般にゼロにはならないが)非常に小さいはずなので*72、準位反発は極め

て小さく、その逆数程度の時間スケールまでは混成の影響は無視してよい。つまり、固有

状態が特徴的な構造を持たないことからただちにハミルトニアンが特徴的な構造を持たな

いことが帰結されるわけではなく、一部の小さい (と期待される)行列要素を取り除けば

残っている)、それでも ETHの片鱗を観察することができる。
*71 (擬エネルギーでなく) エネルギーが近い状態どうしであれば、物理量の期待値 (熱平衡値と一致) もほと
んど同じなので混成しても物理量の値には影響はほとんどない。

*72 例えば図 11 のような系の場合、磁化が最小値・最大値付近の値を取る状態どうしは (レーザー電磁場で
駆動する設定であれば)6光子吸収で遷移するので遷移確率は ∼ A12

0 程度しかなく外場振幅が小さいとき
は短時間のダイナミクスにはその影響は見えてこない。



-2 -1 0 1 2
-0.6

-0.4

-0.2

0.0

0.2

0.4

(a) (b)

Eα/JL ǫα/J

〈α
|Ŝ
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図 11 (a) 図 10(a)の静的な系の磁化を、Ω = 5J として Sambe空間での固有値の関
数としてプロットしたもの。繰り返し現れる等価なバンドを灰色で示した。横軸がシ

ステムサイズ L = 14 で規格化されているため、エネルギー方向の繰り返しの単位は

Ω/L であり、大きな系になるほど間隔が狭くなることに注意。(b) 同じものを擬エネ
ルギー ϵα の関数として第一 Floquet Brillouin ゾーンのみ拡大して表示したもの (黒
点)と、そこに周期外場を印加した場合の期待値 (赤点)。どの擬エネルギーの値におい
ても黒点は磁化の最大値から最小値までの範囲に広く分布しており、外場による混成に

よってそれらが平均された赤点は一様な値を取る。周期外場は x方向の磁場を Ω = 5J

の矩形波として導入し、hx = (0.8 ± 0.4)J とした。ここでは F̂ を数値計算し t = t0

[磁場が hx = (0.8 + 0.4)J に切り替わる時刻]での期待値をプロットした。みやすさの
ため今の場合は系のサイズを小さく取っており、曲線が 6 本程度あることが目視でき
るが、現実の系では L に比例する膨大な数の曲線が同じプロット範囲の中に現れ、ほ

とんど任意の値を取る。

非自明な物性を示すハミルトニアンが得られてもよいわけである*73。

実は 2 章の高周波展開で得られる Floquet 有効ハミルトニアンがまさにこの「一部の

行列要素を無視したハミルトニアン」に相当する。前節の議論を踏まえると、多体系のハ

ミルトニアンの高周波展開は熱力学極限において収束半径 0と考えられるが、いわゆる漸

近展開の性質は満たすので、適切な次数で打ち切ったハミルトニアンは元のハミルトニア

*73 一体問題の場合も、(ここまで考えてきた格子上の離散自由度ではなく)連続自由度の問題では似たような
問題が生じる。外場を導入する前の系にカットオフエネルギー Λ を設けて、それ以下のエネルギー固有
状態で周期駆動系のハミルトニアンを行列表示して Floquet 状態を計算することを考えよう。Λ を大き
くしていくと、第一 Floquet Brillouin ゾーン内に新たな準位が増え、それが (平衡系とは異なり) すで
にある準位と混成し準位反発するので固有ベクトルは Λ → ∞ の極限でほとんどランダムになってしま
う (収束もしない)[29]。一方でそのような準位反発はやはり極めて小さいので長時間にわたってその影響
は無視してよく、その範囲内では有限の Λで計算した固有ベクトルで物性が説明できる。



ンをある程度よく近似する*74。このとき、無限温度状態の原因となるエネルギー的にか

け離れた状態どうしを結ぶ行列要素は展開の打ち切り誤差の部分に押し込められている。

すなわち、打切り誤差が無視できる時間スケールでは高周波展開で得られる有効ハミルト

ニアンを用いた Floquet engineeringを考えることができ、より長時間の発展では無限温

度状態への緩和が起こる、という構造が一般に存在する。このとき展開を途中で打ち切っ

た有効ハミルトニアンが ETHを満たしていれば、その熱平衡状態への緩和が過渡的に起

こるはずである。真の平衡状態に至る前に非常に長い時間にわたってある種の定常状態が

実現する現象を prethermalizationと呼ぶが、特にここで述べたような Floquet有効ハミ

ルトニアンの平衡状態への緩和は Floquet prethermalizationと呼ばれる。

展開の打切り誤差を厳密に評価することで、Ωをある程度大きく取れば指数関数的に長

い時間 ∼ eO(Ω) にわたって高周波展開の描像が成り立つことが定理として定式化されて

いる [33, 34, 35]。ここではその証明の一部を見ることで、多体系でいかにして高周波展

開の破綻が起こるのか、そして何故それにもかかわらず高周波展開がよい近似を与えるの

かを概観しよう。

まず、一般の多体問題に対する Floquet有効ハミルトニアン F̂ = iT−1 ln Û(t0 +T, t0)

を 1/Ω でべき級数展開 F̂ = F̂ (0) + F̂ (1) + F̂ (2) + . . . したときに (Floquet-Magnus 展

開)、展開の各項のノルムがどのように振る舞うかを調べよう。そこで、展開の一般項が

F̂ (n) =
∑

σ∈Sn+1

(−1)n−θ[σ]θ[σ]!(n− θ[σ])!

in(n+ 1)2n!T

×
∫ T

0

dtn+1 · · ·
∫ t2

0

dt1[Ĥ(tσ(n+1)), [Ĥ(tσ(n)), . . . , [Ĥ(tσ(2)), Ĥ(tσ(1))] . . . ]]

(131)

と表されることを利用する [36]。ただし θ[σ] :=
∑n

i=1 θ(σ(i + 1) − σ(i)) で、θ(x) はス

テップ関数、σ ∈ Sn+1 は n+ 1個の元の置換である。また簡単のため t0 = 0とした。

この一般項はそのまま扱うには複雑すぎるが、被積分関数に現れる多重交換子のノルム

に対して時間に依存しない上限が評価できれば、F̂ (n) のノルムに対する上限を得ること

*74 漸近展開の簡単な例として、x ≥ 0で f(x) =
∫∞
0 (1 + xt)−1e−tdtで表される関数を挙げておこう。こ

れは f(x) =
∑N−1

n=0 n!(−x)n + RN (x), |RN (x)| ≤ N !xN なる展開を持つ。
∑∞

n=0 n!(−x)n はいか
なる x ̸= 0に対しても発散する収束半径 0の展開だが、N − 1(≫ 1)次で展開を切断すると、x ≲ N−1

における元の関数と展開の間の誤差は |RN | ≲ N !N−N ∼ e−N の非常に小さなものになる。すなわち、
収束級数の場合は打ち切り次数を大きくすればいくらでも誤差を小さくできるが、今の場合は x の値ご
とに誤差の下限 ∼ e−1/x があって、それ以上誤差を小さくすることはできない (実用上は xが小さけれ
ば十分すぎる精度が得られる)。詳しくは教科書 [32]等を参照されたい。



ができて、級数がどのように発散していくかが見積もれる。すなわち、

Π̂0 = Ĥ(t0), Π̂n = [Ĥ(tn), Π̂n−1] (132)

なる漸化式で定義される演算子 Π̂n のノルムを (帰納的に)評価することがここでの主題

である。以下で見ていくように、この交換子のノルムは多体問題では ∼ n!で発散し、そ

れが展開の破綻を引き起こす。

ここまで主に電子系のハミルトニアンを論じてきたが、ここでは簡単のため Ĥ(t) =∑
⟨ij⟩ J(t)Ŝi · Ŝj のようなスピン系に限って議論しよう*75。議論の準備として、Π̂n が

kn 体までの相互作用項で表されるとして

Π̂n =
∑

{i1,i2,...,ikn}

Ô
(n)
{i1,i2,...,ikn} (133)

という記法を導入しよう。ここで {i1, . . . , ik}は相互作用に関与するスピンがいる k 個の

サイトを集合として表記したものであり、和は可能なサイトの組み合わせすべてについて

取るものとする*76。さらに、和を取る範囲をサイト j を含む集合 (j ∈ {i1, . . . , ik})に制
限した総和を

∑(j)
{i1,...,ik} で表すことにして、考えている系のハミルトニアンが、任意の

時刻・任意のサイト j について ∑(j)

{i1,...,ik0
}

∥∥∥Ô(0)
{i1,...,ik0

}

∥∥∥ ≤ g (134)

という上限を持つことを仮定しよう*77。ただしここで ∥Ô∥は Ôのノルムで、最大特異値

で定義する。

まずは多重交換子 Π̂n = [Ĥ(tn), [. . . , [Ĥ(t1), Ĥ(t0)] . . . ]] が表す相互作用に関わるサ

イト (スピン) の個数 kn を調べよう。Π̂0 = Ĥ(t0) が k0 体までの相互作用で表される

ので、Π̂1 = [Ĥ(t1), Ĥ(t0)] = Ĥ(t1)Ĥ(t0) − Ĥ(t0)Ĥ(t1) の各項は高々 2k0 体に作用す

るが、Ĥ(t0) と Ĥ(t1) が共通して作用するサイトが存在しない場合は可換であるので、

*75 スピン系では n 体相互作用は n 個のサイトに作用する、という単純な形を取るのが証明の上で便利であ
る。

*76 例えば Ĥ =
∑

⟨ij⟩ JŜi · Ŝj の場合は、Π̂0 = Ĥ について k0 = 2であり、Ô(0)
{i,j} は最近接サイトに対

しては Ô
(0)
{i,j} = JŜi · Ŝj , その他の組については Ô

(0)
{i,j} = 0 である。k 体未満の項がある場合はいず

れかの項に (例えば Ô
(0)
{i,1} = JŜi · Ŝ1 − hŜz

i のようにして)加えて定義すればよい。
*77 Ĥ =

∑
⟨ij⟩ JŜi · Ŝj では z を配位数として g = zJ∥Ŝi · Ŝj∥ = zJS(S + 1)に取れる。ここからわか

るように g は相互作用の強さの定数倍程度の量である。連続自由度系の場合は通常このような上限は存
在せず、定理が適用できないことに注意。



一般に k1 = 2k0 − 1 であることがわかる。同様にして、Π̂2 = [Ĥ(t2), Π̂1] については

k2 = k0 + k1 − 1 = 3k0 − 2となる。すなわち、帰納的に

kn = k0 + kn−1 − 1 = (n+ 1)k0 − n (135)

が得られる。k0 = 1の一体問題では kn = 1 となって nをいくら大きくしようとも一体

問題であることに変わりはないが、k0 ≥ 2にした途端に高周波展開の高次項には次々と

多数の自由度が絡み合った相互作用が現れてくる。これが多体問題と一体問題の重要な違

いである。

このことを踏まえて Π̂n のノルムに対する上限を調べてみよう。式 (132), (133)の定義

と三角不等式を用いて∥∥∥Π̂n

∥∥∥ =
∥∥∥[Ĥ, Π̂n−1]

∥∥∥ ≤
∑

{i1,...,ik0
}

∑
{j1,...,jkn−1

}

∥∥∥[Ô(0)
{i1,...,ik0

}, Ô
(n−1)
{j1,...,jkn−1

}]
∥∥∥ (136)

が得られる。先程と同様、交換子は {i1, . . . , ik0}∩ {j1, . . . , jkn−1} = ∅のときは 0になる

ことを踏まえると、両集合に共通するサイトの 1つを aとして∥∥∥Π̂n

∥∥∥ ≤
∑

{j1,...,jkn−1
}

∑
a=j1,...,jkn−1

∑(a)

{i1,...,ik0
}

∥∥∥[Ô(0)
{i1,...,ik0

}, Ô
(n−1)
{j1,...,jkn−1

}]
∥∥∥ (137)

が成立する。あとは ∥[A,B]∥ ≤ 2∥A∥∥B∥と式 (134)を使えば∥∥∥Π̂n

∥∥∥ ≤ 2
∑

{j1,...,jkn−1
}

∥∥∥Ô(n−1)
{j1,...,jkn−1

}

∥∥∥ ∑
a=j1,...,jkn−1

∑(a)

{i1,...,ik0
}

∥∥∥Ô(0)
{i1,...,ik0

}

∥∥∥ (138)

≤ 2
∑

{j1,...,jkn−1
}

∥∥∥Ô(n−1)
{j1,...,jkn−1

}

∥∥∥ ∑
a=j1,...,jkn−1

g (139)

= 2kn−1g
∑

{j1,...,jkn−1
}

∥∥∥Ô(n−1)
{j1,...,jkn−1

}

∥∥∥ (140)

が得られる。この結果から∑
{j1,...,jkn}

∥∥∥Ô(n)
{j1,...,jkn}

∥∥∥ ≤ 2kn−1g
∑

{j1,...,jkn−1
}

∥∥∥Ô(n−1)
{j1,...,jkn−1

}

∥∥∥ (141)



が成り立つことがわかるので*78、これを再帰的に用いて

∑
{j1,...,jkn}

∥∥∥Ô(n)
{j1,...,jkn}

∥∥∥ ≤ (2g)n
∑

{j1,...,jk0
}

∥∥∥Ô(0)
{j1,...,jk0

}

∥∥∥ n∏
m=1

km−1 (142)

≤ (2g)n
N∑

a=1

∑(a)

{j1,...,jk0
}

∥∥∥Ô(0)
{j1,...,jk0

}

∥∥∥ n∏
m=1

km−1 (143)

≤ (2g)nNg

n∏
m=1

(mk0 − (m− 1)) (144)

が多重交換子の上限として得られる。すなわち、Floquet-Magnus展開の一般項は

∥∥∥F̂ (n)
∥∥∥ ≤

∑
σ∈Sn+1

θ[σ]!(n− θ[σ])!

(n+ 1)2n!T

Tn+1

(n+ 1)!
(2g)nNg

n∏
m=1

(mk0 − (m− 1)) (145)

≤ (2gT )nNg

(n+ 1)2

n∏
m=1

(mk0 − (m− 1)) ≤ (2gk0T )
nNg

(n+ 1)2
n! (146)

で上から抑えることができる*79。この上限について、n 次と (n − 1) 次の比を取ると、

n≫ 1で 2gk0Tnとなるので、

n ∼ n0 =
Ω

4πk0g
(147)

までは n を大きくするごとに摂動項のノルムはどんどん小さくなっていき、∥F̂ (n0)∥ ≲
Ngn−2

0 e−n0 のように指数関数的に小さな値にまで抑えられる。一方、n ≳ n0 では逆に

ノルム (の上限)はどんどん大きくなり、一般には展開が発散することが示唆される。

以上の導出からわかるように、展開が発散する原因は
∏n

m=1 km−1 という因子にある。

外場中で相互作用する多体系の運動は、時間を粗視化したとき単純な相互作用で正確に

再現できない複雑なものであり、精度を高めるには多数の粒子が同時に関与するような

不自然な相互作用を持ち出す必要がある。g が大まかにはスピンを 1 つフリップさせる

のに要するエネルギーと対応しているので、n0k0 個のスピンが同時に相互作用すると

∼ n0k0g ∼ Ωのエネルギー変化がもたらされる。外場によってこのような励起が共鳴的

に起こることで摂動的な描像が成り立たなくなってしまうというのが展開の破綻が起こる

次数の物理的な意味である。

*78 式 (136)の右辺はこの式の左辺より必ず大きい。
*79 2 つ目の不等号で k!(n − k)! ≤ n! を用いた。3 つ目の不等号では総積内の −(m − 1) を無視するこ
とで結果を簡単にしているが、k0 = 2 のときは m − 1 を無視せずとも総積が実行できて ∥F̂ (n)∥ ≤
(2gT )nNgn!(n+ 1)−1 である。



詳細な計算は複雑なので割愛して荒い議論に留めるが、Heisenberg 表示した演算子

Ô(T ) = Û†(T, 0)ÔÛ(T, 0)についても 1/Ω展開の一般項を形式的に書き下すことができ

て、上記と同様にして項別にノルムの上限が評価できる。この場合は F̂ の展開とは異な

り上限は定数倍を無視して ∼ (4gk0T )
n となり、十分高周波であれば級数が収束する*80。

Ĥ(t)の代わりに F̂ を適当な次数mで打ち切ったもので時間発展させる場合を考えると、

F̂ は km 体相互作用を含むことから、ノルム上限は ∼ (4gkmT )
n ∼ (4gmk0T )

n に置き

換わる。擬似的な Ô(T )を 1/Ωの級数に表したときの (m + 1)次以降の項が真の時間発

展からの誤差を含んでおり、∼
∑∞

n=m+1(4gmk0T )
n =

∑∞
n=m+1(2m/n0)

n がその上限

であるが、この和は m ∼ n0/4 ∝ Ωで打ち切ったときには収束して指数関数的に小さな

値 e−O(Ω) となる。つまり (この誤差からしか生じ得ない)無限温度状態への緩和の時間ス

ケールは高周波駆動においては指数関数的に遅く、高周波展開を適切な次数 ∼ n0 で打ち

切ったもの (多くの場合 ETHを満たす)の熱平衡状態への緩和がまず起こる。

以上見たように、多体系では Floquetハミルトニアンを数値的に厳密に計算すると、固

有値・固有ベクトルから物理的に意味のある情報がほとんど引き出せないという事態が起

こる。多体系において物理的に意味のある結果を引き出すには近似手法を取り入れること

にむしろ本質があるという点は重要である。

5 Floquet Engineering II : Hubbard模型

相互作用する多体系、特に強相関系では磁性や超伝導といった多彩な物理が発現する。

これらの豊富な物理に Floquet engineeringの枠組みを組み合わせることで様々な新しい

現象を見出すことができる。この章では強相関模型の代表格である Hubbard模型

Ĥ(t) =
∑
ijσ

tije
−iA(t)·(Ri−Rj)ĉ†iσ ĉjσ + U

∑
i

n̂i↑n̂i↓ (148)

を例にとるだけでも様々な物理が現れることを見てみよう。 ここで n̂iσ = ĉ†iσ ĉiσ である。

5.1 動的局在現象・動的バンド反転

すでに 3 章で見たように、1 バンド系に強い AC 電場を照射するとホッピング振幅が

Bessel関数 J0(A0)によってくりこまれ、バンド幅が狭くなる動的局在現象が見られる。

多体系の場合は 3 章で調べたような厳密な Floquet 状態を計算することは不可能である

*80 F̂ には長時間発展の情報が含まれるが Ô(T ) は有限時間経過後の振る舞いのみを記述する点が大きく異
なり、級数の収束性にも違いが現れてくる。



が、Ω ≫ U であるような高周波の駆動を考えた場合には、高周波展開によって得られる

有効ハミルトニアンが十分よくダイナミクスを近似する。最低次では

Ĥeff = Ĥ0 =
∑
ijσ

J0(Aij)tij ĉ
†
iσ ĉjσ + U

∑
i

n̂i↑n̂i↓ (149)

となり、やはりホッピング項が Bessel 関数によって大きく抑制される。ここで Aij =

A0 · (Ri −Rj)とおいた。ここからわかるように、U が比較的小さい弱相関の系から出

発しても、強い外場でホッピングを小さく抑えることで teff < U の強相関領域を実現す

ることができる。ただし teff を基準に見ると kBT も大きくなることには注意が必要であ

る*81。強い光の照射によって絶縁体にキャリアを注入して金属化させる、というのは比

較的想像しやすいが、それとは全く逆に金属を絶縁化させられるというのは反直感的で面

白い。外場によって Mott 転移を引き起こす理論ははじめ Bose-Hubbard 模型で議論さ

れ、冷却原子系を用いて実験的な観測も行われた [37, 38, 39]。

動的局在現象およびその応用としての Mott 転移は Bessel 関数の零点を積極的に利用

することでバンド分散を消失させるというアイディアに基づくが、さらに外場強度を強く

して Bessel関数が負の値を取る領域 (図 2では 2.4 < A < 5.5)まで行くと何が起こるだ

ろうか？単純に有効ハミルトニアンの基底状態を考えるとホッピングの符号を変化させて

も大した違いはないように思われるが、孤立系でどのような分布が実現するかまで考慮す

ると非自明な現象が起こる。

静的なハミルトニアン Ĥeff に対する時間発展演算子 e−iĤefft は、e−i(−Ĥeff)(−t) と書き

直してみると時間反転対称な系では −Ĥeff での時間発展であると考えてもよいことがわ

かる。すなわち Hubbard模型においてはホッピングの符号反転は相互作用 U の符号反転

と読み替えてもよいということを意味している。これは単なる読み替えなので長時間経過

後の平衡状態は元のハミルトニアンと同じはずだが、それはエネルギーの反転にともなっ

て温度も符号反転していると考えれば矛盾はない。U が比較的弱い系で突然ホッピング

の符号を反転させると、運動エネルギーの高い状態だけが占有された反転分布 (負温度状

態)が実現する。このような場合は上で見たような読み替えによって、正の温度の引力系

であると捉え直したほうが見通しがよい。すると十分低温 (かつ外界から孤立している)

とみなせるのであれば超伝導状態が実現することが期待される [40, 41]。

ここで見たように、弱結合の金属的な状態から出発すると、系は外場強度に応じて絶縁

体になったり超伝導体になったりといった興味深い振る舞いをする。

*81 外場強度をゆっくり変化させることでバンド幅が狭くなることに起因する温度上昇はある程度抑えること
ができると期待される。



図 12 (a) 斥力系における 2次摂動過程。 (b) 引力系における 2次摂動過程。

5.2 有効スピン間相互作用

今度は強結合の Mott 絶縁体状態を駆動することを考えよう。この場合は Bessel 関数

のくりこみによって更にバンド幅を狭くしても Mott 絶縁体であることには代わりない

し、ホッピングの符号反転を行っても相互作用エネルギーのほうが支配的であるので温度

の符号反転などは期待されない。しかしMott絶縁体の低エネルギー励起を支配するスピ

ン自由度に目を向けると、(磁気的な駆動を行っていないにも関わらず)その性質がやはり

劇的に変化しうることが見えてくる。

外場がない場合は、Hubbard模型の強結合領域において低エネルギーのスピン励起だ

けを取り出すには、相互作用項のみからなるハミルトニアン (atomic limit)から出発して

ホッピング項を摂動とする摂動展開を行えばよい。サイト数と電子数 N が等しいハーフ

フィリングの場合は、atomic limitでは各サイトに 1個電子がいる状態が基底状態で、ス

ピン配置は任意であるので 2N 個の縮退がある。この縮退したセクターに対して図 12(a)

のような二次摂動を考慮すると結果として反強磁性 Heisenberg模型

Ĥ =
1

2

∑
ij

JijŜi · Ŝj (150)

が得られる。ここで Jij = 4|tij |2/U である。
ここで現れたスピンの間に働く交換相互作用は、atomic limitで完全にサイトに局在し

ている電子が、隣のサイトにホッピングしてすぐ元のサイトに戻るという運動エネルギー

利得に相当する二次摂動過程によって生じるものであるので、特に kinetic exchange と

呼ぶ。その名の通り電子の運動にともなって生じる相互作用であるので、強い電場が照射
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図 13 (a) 周期駆動された斥力 Hubbard模型を強結合展開して得られる実効的な交換
相互作用。駆動周波数は Ω = 1.2U に取り、平衡系での値を 1 とする単位系のもとで
プロットした。引力系におけるクーパーペアの密度・密度相互作用 (η スピンの交換相
互作用の z 成分)も同じ関数形となる。(b) 周期駆動された引力 Hubbard模型を強結
合展開して得られる実効的なクーパー対のホッピング (η スピンの交換相互作用の x, y

成分)。(a)と同様に Ω = 1.2|U |とした。

されている状況では電子の運動がその影響を受け、スピンは電場と直接結合しないにも

関わらずスピン間有効相互作用に変化が現れる。上記の Heisenberg模型を系統的に導出

するには 2章で述べたのと類似のカノニカル変換 (Schrieffer-Wolff変換)を用いるが*82、

周期外場が加わっている場合にはやはりそれを Sambe空間で実行すればよい。具体的に

は 2章で Fourier指数について行ったブロック対角化を今度は二重占有されているサイト

の個数について行えば (あるいは双方を同時にブロック対角化すれば)よく、二重占有サ

イトのないセクターのハミルトニアンがスピン自由度のみからなる低エネルギー有効模型

になる。定式化の詳細は付録に回し、この章では文献 [43] の結果のみを引用すると 2 次

摂動までを考慮したときには

Ĥeff(t) =
1

2

∑
ij

JeffŜi · Ŝj , (151)

Jeff =
∞∑

m=−∞

4t
(−m)
ij t

(m)
ji

U −mΩ
=

∞∑
m=−∞

4|tij |2[Jm(Aij)]
2

U −mΩ
(152)

を得る (Ŝi = 1/2
∑

σσ′ ĉ
†
iσσσσ′ ĉiσ′ である)。

Jeff の表式はやはり電子が隣のサイトに移ってすぐ戻る摂動過程から有効相互作用が生

*82 たとえば [42]の 5章等を参照されたい。



じてはいるが、そこに電場との相互作用を通じてフォトンの吸収・放出の効果が考慮され

ていることを直接表している。フォトンを m個吸収・放出する過程には Jm(Aij) ∼ Am
ij

の因子が伴うのと同時に、中間状態のエネルギーにはフォトンのエネルギー mΩ の修正

が加わる。特に重要なのは U −mΩは負の値を取りうることで、例えば U − Ωが負かつ

(U,Ω に比べて) 比較的小さな値を取る場合には相互作用が強磁性的になることがある。

式 (152)の関数形を Ω = 1.2U の場合について図 13(a)に示した。ただし、前節で議論し

たように単純にハミルトニアンを符号反転させただけでは温度の符号が反転するだけで強

磁性的な基底状態への緩和は少なくとも孤立系では起こらないことには注意が必要であ

る。上記の交換相互作用の変調をはじめて議論した論文 [44]では、相互作用の符号反転を

時間反転に読み替えることで、特殊な初期状態から時間発展して平衡化した状態が外場に

よる時間反転を介して初期状態へと戻るという、スピンエコーに類似の現象を数値計算で

実証している。交換相互作用の変調は冷却原子系で実験検証がなされていて、特に相互作

用が強磁性的になる領域で系に強磁性相関が発達していることが確認されている [45]。

上記の相互作用の変調は Aij = |A0 · (Ri −Rj)|のみに依存しており、A0 · (Ri −Rj)

の位相 (系に印加された電場が直線偏光か円偏光か)には依存しないものである。第 3章

で見たような円偏光照射に特有な時間反転対称性の破れはスピンにはたらく有効相互作用

には反映されないのだろうか？平衡系ではホッピング振幅 tij を複素にして顕わに時間反

転対称性を破ると、3次摂動から

Ĥ(3) =
1

6

∑
ijk

Jχ(Ŝi × Ŝj) · Ŝk, (153)

Jχ =
24Im[tijtjktki]

U2
(154)

のようにスピンの SU(2)対称な 3体相互作用 (スカラースピンカイラリティ項)が現れる

ことが知られている。複雑な計算が必要だが、周期駆動系の有効ハミルトニアンを計算す

ると、tij が実の場合でもホッピングに関する 4次摂動から、

Jχ ∼ |tij |2|tjk|2Ω(7U2 − 3Ω2)

U2(U2 − Ω2)3
i(E∗

0 ×E0) · (Rij ×Rjk) (155)

が得られる (E0 = iΩA0)。ここで O(A3
0)を無視した。スカラーカイラリティ項はカゴメ

格子等で分数励起を伴うカイラルスピン液体状態を誘起することが知られており、(数値

計算から実証することすら難しいが)光照射によってそのようなエキゾチックな状態を実

現する可能性が期待されている [46]。



5.3 η ペアリング超伝導

ここまで斥力 Hubbard 模型 (U > 0) を念頭においた議論を行ってきたが、引力相互

作用 (U < 0) が働く場合はどうだろうか？実は平衡系では、Hubbard 模型の数理的な

性質は斥力と引力とで本質的に違いがないことが知られている。これを確かめるために

Hubbard模型に斯波変換と呼ばれる変換

ĉi↑ → ĉ†i↑(−1)i (156)

を考えよう。ここで格子は bipartiteで、(−1)i は副格子 Aに対しては +1、副格子 B に

対しては −1を取り、ホッピングは AB 副格子間をつなぐボンド上にのみ値を持つものと

する。このとき、 ∑
ij

tij ĉ
†
i↑ĉj↑ →

∑
ij

tjiĉ
†
i↑ĉj↑, (157)

U
∑
i

(n̂i↑ − 1/2)(n̂i↓ − 1/2) → −U
∑
i

(n̂i↑ − 1/2)(n̂i↓ − 1/2) (158)

であることがただちにわかる。すなわち斥力系の計算結果に斯波変換を施すだけで引力系

の結果を得ることができるわけである*83。斥力系の強結合領域ではスピン自由度 Si が低

エネルギー励起を支配していたが、引力模型の場合にはここに斯波変換を施して得られる

η スピン

η̂xi + iη̂yi = (−1)iĉi↑ĉj↑, η̂zi =
1

2
(1− n̂i↑ − n̂i↓) (159)

が低エネルギー有効模型を記述することになる。すなわち η スピンが x, y 方向に秩序し

た状態は超伝導的な状態を表し、z 方向に秩序した状態は電荷密度波状態を表す。ハーフ

フィリングでは両者が縮退しているが、フィリングをそこからずらすと z 方向に有効的な

磁場がはたらき超伝導状態が基底状態となる。

斥力と引力の場合が本質的に同じ模型であるという事実は、よく見ると通常のHubbard

模型が持つ tij = tji という性質から導かれていることがわかる。つまり、電場を印加し

てホッピングが時間に依存する位相を獲得した場合にはこの等価性は破れることが示唆さ

*83 ただし化学ポテンシャル項は −µ
∑

i(n̂i↑ + n̂i↓) → −µ
∑

i(1 − n̂i↑ + n̂i↓) = −µN + 2µ
∑

i Ŝ
z
i と

変換されるので、ハーフフィリング以外の場合には斥力系で粒子数を固定する代わりに Ŝz
i を固定するよ

うな拘束 (すなわち磁場か印加されたハミルトニアン) を考える必要があり、基底状態どうしに直接対応
がつくのはハーフフィリングの場合のみである。



れる。実際、斯波変換を外場が印加された場合のホッピング項に適用すると∑
ijσ

tije
−iA(t)·Rij ĉ†iσ ĉjσ →

∑
ij

tije
iσz

σσA(t)·Rij ĉ†iσ ĉjσ (160)

のように Peierls 位相がスピン依存する形に変換される。これは引力模型に電場を印加

すると η スピンの SU(2) 対称性 [η-SU(2) 対称性] が破れ、斥力の場合には存在しない

SU(2)対称性の破れに伴う物理が実現しうるということを示唆している。実際、斥力の場

合と同様 atomic limitからの摂動論を考えると、有効模型は

Ĥeff(t) = −1

2

∑
ij

Jeff
ij (ĉ

†
i↑ĉ

†
i↓ĉj↓ĉj↑) +

1

2

∑
ij

V eff
ij

n̂zi
2

n̂zj
2

− µ
∑
i

n̂i (161)

=
1

2

∑
ij

Jeff
ij (η̂

x
i η̂

x
j + η̂yi η̂

y
j ) +

1

2

∑
ij

V eff
ij η̂

z
i η̂

z
j + 2µ

∑
i

η̂zi + const. (162)

で表されることがわかる。ここで

Jeff
ij =

∞∑
m=−∞

(−1)m
4t2ij [Jm(Aij)]

2

|U | −mΩ
, V eff

ij =
∞∑

m=−∞

4|tij |2[Jm(Aij)]
2

|U | −mΩ
(163)

である。また n̂i = n̂i↑ + n̂i↓ とした。

斥力系の場合と異なり、η-SU(2) 対称性が顕わに破れた XXZ 模型が実現している。

V eff
ij の表式は斥力系の交換相互作用と同じ値 [図 13(a)]を取るが、Jeff

ij は外場強度や周波

数に応じてこれとは異なる値を取る [図 13(b)]。Jeff
ij を記述する 2次摂動過程は図 12(b)

のようなもので、二重占有サイトと空サイトを擬スピンの上下に対応させれば斥力系と同

様に交換相互作用を表すことがわかるが、摂動過程で電子が動く方向が斥力の場合とは異

なるため、電子の進行方向に依存する Peierls位相が存在する非平衡の場合には斥力系と

の差異が生まれる。

平均場近似の範囲で基底状態がどうなるかを調べると、ペアホッピングが優勢な

|Jeff
ij | > |V eff

ij |では超伝導的な状態が、ペア間斥力 (引力)が優勢な |V eff
ij | > |Jeff

ij |では電
荷秩序的な状態が実現することがわかる。特に着目すべきは |Jeff

ij | > |V eff
ij |かつ Jeff

ij < 0

の場合で、このような場合には重心運動量が Brillouinゾーンの端に位置するような特殊

な超伝導状態 (η ペアリング超伝導と呼ばれる) が実現する。これまで議論してきたよう

に、特に孤立系が念頭にある場合は単に有効ハミルトニアンの基底状態を瞬時に切り替え

ただけでは負温度状態が実現して基底状態への緩和が起こらないことがしはしばありえ

る。ここでの引力系の場合は、初期状態が s波超伝導であったとして、η ペアリングが基

底状態となるような外場を突然印加したとしても基底状態への緩和は起こらないが、電荷



密度波が優勢になる V eff
ij > Jeff

ij > 0となるような外場強度を印加したときには、s波超伝

導状態は少しでも摂動を加えると摂動が時間に関して指数関数的に増大するような不安定

な状態になる*84。したがって外場強度を二段階にわたって変化させたり、連続的に 0か

ら大きくしていくなどして時間発展の途中で s波超伝導から電荷秩序を伴うような状態へ

の崩壊を引き起こさせることで ηペアリング超伝導への相転移を引き起こすことができる

[47]。

5.4 Floquetトポロジカル超伝導

外場によって Hubbard模型に超伝導相を誘起したり超伝導のペアリングを変化させた

りすることができることを議論してきた。そうするとやはり、円偏光による時間反転対称

性の破れを用いてエキゾチックな超伝導、特にトポロジカルに非自明な超伝導は実現でき

ないだろうか？ということを考えてみたくなる。特に、対称性の観点からは銅酸化物超伝

導体における d波超伝導が円偏光照射によってカイラル d波超伝導に変化する、といっ

たシナリオを当然期待したくなるのだが、実際には具体的な理論の構築を素朴に試みると

いくつかの困難に行き当たる。

特に、超伝導状態のトポロジーは通常、Bardeen-Cooper-Schriefferハミルトニアンに

平均場近似を施したのちに得られる実効的な一体問題を記述する Bogoliubov-de Gennes

ハミルトニアン

ĤBdG =

(
ĉk↑
ĉ†−k↓

)†(
ϵk ∆k

∆∗
k −ϵ−k

)(
ĉk↑
ĉ†−k↓

)
(164)

について考えられる*85。ここに外場を印加して高周波展開を実行したときにグラフェン

の場合と類似の状況が実現すればトポロジカル相転移を引き起こすことができると期待さ

れるが、実際には光電場はここに

ĤBdG(t) =

(
ĉk↑
ĉ†−k↓

)†(
ϵk+A(t) ∆k

∆∗
k −ϵ−k+A(t)

)(
ĉk↑
ĉ†−k↓

)
(165)

という形で対角要素にのみ (かつ電子と正孔で波数に対し異符号で) 結合し、非対角の

ギャップ関数 ∆k には直接結合しない。強い光で超伝導体を駆動すると Higgs モードが

*84 この不安定性は動的不安定性と呼ばれるもので、素励起のエネルギー分散を計算してみると固有値に有限
の虚部が現れる。これは s波超伝導状態が自由エネルギーの極小値ではなく鞍点になっていることに対応
する (負温度になるのは極大値になる場合に対応)。

*85 ここでは典型的な 1バンド模型の超伝導状態を考えているが、一般に内部自由度がある系では ϵや ∆は
ブロック行列に置き換える必要がある。



励起できて∆k がコヒーレントに振動することが知られているが、そのような効果を含め

ない限りは高周波展開からは非対角項を変調するような項は現れ得ず、したがってギャッ

プ関数の対称性を動的に破ることはこの枠組では実現できそうもない。

この困難を回避する方法としては、ギャップ関数を変化させるのではなく対角部分の

バンド構造を Floquet engineeringを用いて変化させることでトポロジカル相転移を誘起

するという方法が一例としては挙げられる [48, 49]。ここではこれとは別の方法として、

Hubbard模型の多体効果によって超伝導の起源たる有効引力相互作用を変調することで

ペアリング対称性を変化させるアプローチ [50]について紹介したい。

すでに見たように、ハーフフィリングの Hubbard模型では強結合領域において円偏光

照射により時間反転の破れたスカラースピンカイラリティ項が現れた。Hubbard模型を

ハーフフィリングから少しずらして電荷をドープすると超伝導が現れることが知られてい

るが、時間反転対称性の破れた相互作用が超伝導の有効相互作用に加わると、通常とは異

なるエキゾチックなペアリング対称性がより好まれるだろうというのがここでの基本的な

アイディアである。

ドープされた Hubbard模型の超伝導状態の研究は、強結合領域では t–J 模型と呼ばれ

る模型に基づいて議論されることが多い*86。これは 5.2 節で議論した強結合展開を正孔

が存在する場合に実行することで導出される有効模型であり、円偏光照射の場合への拡張

をここでは考えることになる。詳細は割愛するが、有効ハミルトニアンにはスカラーカイ

ラリティ項以外にも 2次摂動から 3サイト項と呼ばれる項

Ĥ3-site =
∑
ijσσ′

∑
k ̸=i

Γij;kP̂G

[
ĉ†iσσσσ′ ĉkσ′ · Ŝj −

1

2
δσσ′ ĉ†iσ ĉkσn̂j

]
P̂G, (166)

Γij;k =
t
(0)
ik t

(0)
kj

U
+
∑
m̸=0

t
(−m)
ik t

(m)
kj

mΩ(1−mΩ/U)
(167)

=
tiktkjJ0(Aik)J0(Akj)

U
+
∑
m̸=0

tiktkjJm(Aik)Jm(Akj)

mΩ(1−mΩ/U)
eim(θjk−θik) (168)

が今の場合は時間反転の破れを伴って現れる。ここで P̂G は Gutzwiller射影で、二重占

有されているサイトを排除する射影演算子 P̂G =
∏

i(1− n̂i↑n̂i↓)である。k = iと置いた

ものがハーフフィリングでも現れるスピンの交換相互作用に対応するが、k ̸= iの項は正

孔がドープされたときに特有の項である。

*86 平衡系の研究についてはレビュー論文 [51]を参照のこと。



上式の θij = argA0 · (Ri −Rj)は円偏光 A0 = A0(1, i)の場合に非ゼロの値を取り、

Γij;k は円偏光のもとでは時間反転対称性を破り複素数になる。特に ∼ Ω−1 の寄与は高周

波展開の 1次 [Ĥ−m, Ĥm]/2mΩに由来するが、これは Ĥm が通常のホッピング (T̂m と書

くことにする)であれば正方格子で恒等的に消える因子 [T̂−m, T̂m] = 0が、t–J 模型の場

合は [P̂GT̂−mP̂G, P̂GT̂mP̂G] ̸= 0に置き換わり、二重占有サイトが生成しないようにホッ

ピングしなければならないという制約のために相殺せず残るという強相関領域に特有な有

効相互作用である。実際、式 (167)は、相互作用がないときの高周波展開から得られた式

(92)と見比べるとほとんど同じ形をしているが、相互作用がないときは単に摂動の中間過

程のサイト k について和を取った量 (正方格子では 0になる)がハミルトニアンに寄与す

るのに対し、今の場合は k のサイトにいるスピンや正孔との相互作用を表す。t–J 模型で

d波超伝導を最も素朴に導出する平均場近似の枠組みにおいて上記の時間反転対称性を破

る項が摂動的に加わる状況を考えると、摂動が弱くとも d + id超伝導が誘起されること

が議論されている。

付録 A タイトバインディング模型と周期電場

第 3章で扱ったように、AC電場を系に導入したときのタイトバインディング模型は

Ĥ =
∑
ijσ

tije
−iA(t)·(Ri−Rj)ĉ†iσ ĉjσ (169)

のようにベクトルポテンシャルA(t)を Peierls位相により導入して議論することが多い。

ここでは Peierls位相の導出を簡単に議論し、どのような仮定のもとで電場がこの形で表

現されているのかを見ておこう。

A.1 タイトバインディング模型の導出

タイトバインディング模型はモデル計算の分野ではそれそのものが議論の出発点となる

ことがほとんどではあるが、特に個別の物質の性質を定量的に議論したい場合に、第一原

理計算の結果から (細かいパラメータを含めて)「導出」することも多い (ダウンフォール

ディングという)。まずは電場の印加されていないタイトバインディング模型の導出過程

を見た上で、そこに電場が加わるとどうなるかを調べることで Peierls substitutionの導

出を行う。

第一原理計算に相当する出発点はバンド理論である。ここでは簡単のために空間 1次元



を考え、スピン自由度はなく、エネルギーの縮退もないとすると、ハミルトニアンは

Ĥ = − ∂2x
2m

+ V (x), V (x+ a) = V (x) (170)

で表すことができる。Blochの定理を用いるとこのハミルトニアンの固有状態は結晶運動

量の固有状態に取ることができて、

Ĥψn,k(x) = En,kψn,k(x), (171)

ψn,k(x) = un,k(x)e
ikx, un,k(x+ a) = un,k(x) (172)

である。En,k や ψn,k(x)はバンドの番号 nを固定すると k についてなめらかで周期的な

関数であるとしよう。このとき、Wannier関数を R = Naのもと

wn(x,R) := a

∫ π/a

−π/a

dk

2π
ψn,k(x)e

−ikR (173)

= a

∫ π/a

−π/a

dk

2π
un,k(x−R)eik(x−R) (174)

= wn(x−R, 0) =: wn(x−R) (175)

で導入する。すなわち Bloch関数を

ψn,k(x) =
∑
n

wn(x−R)eikR (176)

のように、格子点 x = Rを中心とするWannier関数の和で表現する。このときWannier

関数は ∫ ∞

−∞
dxw∗

n(x−R)wm(x−R′) = δn,mδR,R′ (177)

を満たしており、「x = Rにある原子の n番目の原子軌道」に相当する正規直交基底であ

ることがわかる*87。

この基底で Ĥ を第二量子化表示したものがタイトバインディング模型である。Ĥ の第

二量子化表示は

Ĥ =

∫
dxψ̂†(x)

[
− ∂2x
2m

+ V (x)

]
ψ̂(x) (178)

であるが、Bloch関数で場の演算子を展開して

ψ̂(x) = a
∑
n

∫
dk

2π
ψn,k(x)ĉn,k (179)

*87 ψn,k(x) には k に依存する位相を自由に選べる任意性があるので、Wannier 関数は一意には定まらな
い。⟨x⟩2 − ⟨x2⟩を最小にするように位相を選んだ場合を最局在Wannier関数という。



とすると、

Ĥ = a
∑
n

∫
dk

2π
En,k ĉ

†
n,k ĉn,k (180)

が得られる。これを更に Fourier級数展開して実空間の格子での表現にしたものがタイト

バインディング模型で、
ĉn,k =

∑
R

ĉn,Re
−ikR (181)

のもと
ψ̂(x) =

∑
nR

wn(x−R)ĉn,R (182)

であり、ハミルトニアンはホッピング振幅

t
(n)
R,R′ =

∫
dxw∗

n(x−R)

[
− ∂2x
2m

+ V (x)

]
wn(x−R′) (183)

= a

∫
dk

2π
En,ke

ik(R−R′) (184)

を用いて
Ĥ =

∑
nRR′

t
(n)
R,R′ ĉ

†
n,Rĉn,R′ (185)

と書ける。

A.2 バンド理論における古典電磁場の扱い

バンド理論のハミルトニアンに古典電磁場を外場として結合させたものは

Ĥ(t) =
(−i∇+ eA)2

2m
− eϕ+ V (r) (186)

で与えられる*88。

電磁場はゲージ変換

A → A−∇Λ, ϕ→ ϕ+
∂Λ

∂t
(187)

に対して不変であるが、このときハミルトニアンは

Ĥ(t) → (−i∇+ eA− e∇Λ)2

2m
− eϕ− e

∂Λ

∂t
+ V (r) (188)

= eieΛ
[
Ĥ(t)− i

∂

∂t

]
e−ieΛ (189)

*88 V (r)を周辺の電子の影響を含めた実効的なポテンシャルとみなす場合には、電磁場の導入によって V (r)

が変化しないというのは必ずしも正しくない仮定であるが、ここでは考察しない。



へと変換される。すなわち、ゲージ変換と eΛでのユニタリ変換は等価である。

特にレーザー外場によってもたらされる電磁場は通常、A0 をA0 · k = 0を満たす複素

数の 3次元ベクトルとして

ϕ = 0,A = Re[A0e
i(k·r−Ωt)] (190)

で表す。ここで Ω = c|k|である。このとき電磁場は

E = −∇ϕ− ∂A

∂t
= ΩIm[A0e

i(k·r−Ωt)], (191)

B = ∇×A = −Im[k ×A0e
i(k·r−Ωt)] (192)

で表される。他方、光の波長は通常、固体物理で議論する系のサイズに比べると十分に大

きいことがほとんどなので、ベクトルポテンシャルから波数依存性を無視して

ϕ = 0, A = Re[A0e
−iΩt] (193)

と近似してしまって議論することがほとんどである。このときは

E = ΩIm[A0e
−iΩt], B = 0 (194)

となって、電場は空間一様となり、|k×A0| =
Ω

c
|A0|の大きさの (軌道)磁場が無視され

ることには注意が必要である。この表示を velocity ゲージという。近似後の AC 電場の

みが印加されている式はゲージを変更して

ϕ = Im[ΩA0 · re−iΩt], A = 0 (195)

と表してもよい。これを lengthゲージという。

A.3 AC電場の Peierls位相による表現

以上の準備のもとに AC電場の効果をタイトバインディング模型に取り入れよう。ハミ

ルトニアンに追加の項として電場を導入するには lengthゲージで考えるのが便利である

のでそのようにすると、電場に由来する追加の項 δĤは一次元系では

δĤ =

∫
dxψ̂†(x)eE(t)xψ̂(x) (196)

=
∑

nmRR′

∫
dxeE(t)w∗

n(x−R)xwm(x−R′)ĉ†n,Rĉm,R′ (197)



と表される。積分を R,R′ の相対距離と中点にわけて表すと

δĤ =
∑
nR

eE(t)Rĉ†n,Rĉn,R +
∑

nmRR′

eE(t)D
(n,m)
R−R′ ĉ

†
n,Rĉm,R′ , (198)

D
(n,m)
R−R′ =

∫
dxw∗

n

(
x− R−R′

2

)
xwm

(
x+

R−R′

2

)
(199)

を得る。

正当性はともかく、ここで第 1 項のみを考慮すると電場中のタイトバインディング模

型は

Ĥ =
∑
nRR′

t
(n)
R,R′ ĉ

†
n,Rĉn,R′ +

∑
nR

eE(t)Rĉ†n,Rĉn,R (200)

と表される。これを velocity ゲージに変換すると Peierls 位相が現れる。Û =

ei
∑

nR eA(t)Rĉ†n,Rĉn,R でユニタリ変換すると

Û†ĤÛ − iÛ†∂tÛ =
∑
nRR′

t
(n)
R,R′e

−ieA(t)(R−R′)ĉ†n,Rĉn,R′ +
∑
nR

e[E(t) + ∂tA(t)]Rĉ
†
n,Rĉn,R

(201)

を得る。すなわち E(t) = −∂tA(t)を満たすように A(t)を選んだとき Peierls substitu-

tionを行った形のハミルトニアンに帰着することがわかる。

δĤの第 2項D
(n,m)
R−R′ は、Wannier関数がwn(−x) = w∗

n(x)を満たす場合にはD
(n,n)
R−R′ =

0であり、電場によるバンド間の遷移を表す項である。Peierls substitutionではこの項の

寄与は無視されている。

付録 B 周期駆動された Hubbard模型の強結合展開

第 5 章で紹介したトピックのいくつかは、U が大きい極限での振る舞いを議論してお

り、そこでは強結合展開の手法を Floquet理論を用いて拡張したものが用いられている。

この付録ではその導出を簡単に紹介する。

Hubbard模型の強結合展開は第 2章で紹介した高周波展開を導く擬縮退摂動論の枠組

みで同じように記述できるものである。第 2 章ではフォトン数 (−M̂Ω の固有値) を変

化させるような項をユニタリ変換 e−iL̂ を用いてハミルトニアンから消去して、フォト

ン数を保存する (−M̂Ω についてブロック対角な) ハミルトニアンを逐次的に構成した。

Hubbard模型では同じようにして二重占有されたサイトの数 (ダブロン数)を数える演算

子 D̂ =
∑

i n̂i↑n̂i↓ の固有値を変化させる項をユニタリ変換で消去して、ダブロン数が保



存する有効ハミルトニアンを構築することができる。特に、(平衡系では)基底状態および

低エネルギー励起の性質に主な興味があるので、ダブロン数が最小 (引力の場合は最大)の

空間に属するブロック行列のみをを取り出せばいい。ハーフフィリングの場合は D̂ = 0

の空間にはスピン自由度のみが残っていて、有効ハミルトニアンはよく知られているよう

に Heisenberg模型になる。

周期駆動された Hubbard模型では、フォトン数とダブロン数のどちら (あるいは両方)

を変化しないようにするかで展開のバリエーションが考えられる。フォトン数のみを模型

の自由度から消去する場合は既に述べた高周波展開を用いればよいが、ここではまずダブ

ロン数を消去したのちにフォトン数を消去するという二段階の展開を考えよう (同時に消

去しても同じ結果が得られる)。ダブロン数が保存する強結合展開の有効ハミルトニアン

を ĤSCE(t)で表すと、式 (32)に対応する関係式は

ĤSCE(t) = eiŜ(t)Ĥ(t)e−iŜ(t) − eiŜ(t)i
∂

∂t
e−iŜ(t) (202)

と表すことができる。ただしここで Ŝ(t)は擬エネルギーを変化させないように周期関数

Ŝ(t) = Ŝ(t+ T )に選ぶ。式 (32)では左辺が時間に依存しなかったが、今の場合はその代

わりに [ĤSCE(t), D̂] = 0が満たされる。式 (32)を満たすユニタリ変換の存在は Floquet

の定理により保証されていたが、上式はむしろ Ŝ(t)に対する要請であり、これを満たす

ような Ŝ(t)を逐次解法によって決めていく。上式は第 2章で行ったのとほとんど同じ式

変形ができて、式 (48)で Λ̂(t) → Ŝ(t), Ĥeff → ĤSCE(t)とした

∂Ŝ(t)

∂t
=

∞∑
n=0

Bn

n!
(−iadS(t))

n[Ĥ(t)− (−1)nĤSCE(t)] (203)

が得られる。第 2章とは異なり、今はホッピング項のみを摂動として取り扱うので、λ = 1

のもと Ĥ(t) = λT̂ (t) + UD̂ とホッピングと相互作用に分けて、λに関する形式的なべき

級数を考えることにしよう。λに関するべき級数展開を ĤSCE(t) = Ĥ
(0)
SCE(t)+Ĥ

(1)
SCE(t)+

Ĥ
(2)
SCE(t) + . . . と Ŝ(t) = Ŝ(1)(t) + Ŝ(2)(t) + . . . のように実行すると、0次から 2次まで

の範囲で

0 = UD̂ − Ĥ
(0)
SCE(t) (204)

∂Ŝ(1)

∂t
= T̂ (t)− Ĥ

(1)
SCE(t) +

1

2
[iŜ(1)(t), UD̂ + Ĥ

(0)
SCE(t)] (205)

= T̂ (t)− Ĥ
(1)
SCE(t) + [iŜ(1)(t), UD̂] (206)

∂Ŝ(2)

∂t
= −Ĥ(2)

SCE(t) + [iŜ(2)(t), UD̂] +
1

2
[iŜ(1)(t), T̂ (t) + Ĥ

(1)
SCE(t)] (207)



が得られる。原理的には Ŝ(n) および Ĥ
(n)
SCE は行列要素ごとの比較で決定できるが、ここ

ではホッピング項を

T̂ (t) =
∞∑

m=−∞
(T̂+1,m + T̂0,m + T̂−1,m)e−imΩt (208)

の形に分解することを考えよう。ここでホッピング振幅の Fourier級数展開を式 (91)と

同様に定義して

T̂+1,m =
∑
ijσ

t
(m)
ij n̂iσ̄ ĉ

†
iσ ĉjσ(1− n̂jσ̄) (209)

T̂0,m =
∑
ijσ

t
(m)
ij [(1− n̂iσ̄)ĉ

†
iσ ĉjσ(1− n̂jσ̄) + n̂iσ̄ ĉ

†
iσ ĉjσn̂jσ̄] (210)

T̂−1,m =
∑
ijσ

t
(m)
ij (1− n̂iσ̄)ĉ

†
iσ ĉjσn̂jσ̄ = T̂ †

+1,−m (211)

である。ただし ↑̄ =↓, ↓̄ =↑である。左辺の演算子の 1つ目の添字はダブロン数の変化量

を表しており、[D̂, T̂d,m] = dT̂d,m の関係が成り立つ。そこでこれと同様にして Ŝ(n)(t)

についても Ŝ(n)(t) =
∑

d

∑∞
m=−∞ Ŝ

(n)
d,me

−imΩt のようにダブロン数とフォトン数の変化

で分解すると、1次の方程式は

−imΩŜ
(1)
d,m = T̂d,m −

∫ T

0

dt

T
Ĥ

(1)
SCE(t)e

imΩtδd,0 − iUdŜ
(1)
d,m (212)

とかける。高周波展開のときの境界条件の議論と同様、Ŝ(n)
0,m に任意性が残るがこれを 0

に取ると

iŜ
(1)
±1,m =

T̂±1,m

±U −mΩ
, Ĥ

(1)
SCE(t) =

∑
m

T̂0,me
−imΩt (213)

が得られる。すなわち

iŜ(1) =

∞∑
m=−∞

(
T̂+1,m

U −mΩ
− T̂−1,m

U +mΩ

)
e−imΩt (214)



である。同様にして 2次は

iŜ
(2)
±2,m =

∑
n

[T̂±1,n, T̂±1,m−n]

2(±2U −mΩ)(±U − nΩ)
, (215)

iŜ
(2)
±1,m =

∑
n

[T̂±1,n, T̂0,m−n]

(±U −mΩ)(±U − nΩ)
, (216)

Ĥ
(2)
SCE(t) =

∑
nm

[T̂+1,n, T̂−1,m−n]

2(U − nΩ)
e−imΩt + H.c. (217)

ということになる。すなわち 2次の有効ハミルトニアンは

ĤSCE(t) = UD̂ +
∑
m

T̂0,me
−imΩt +

∑
nm

[T̂+1,n, T̂−1,m−n]

2(U − nΩ)
e−imΩt + H.c. (218)

ということになる。

ここで一旦展開の妥当性について考察しておこう。ここで考えた展開はホッピングの次

数に関するものであるが、高周波展開と同様、収束半径 0の展開だと考えられる。展開に

現れる項のノルムは高次に行くと最終的には発散すると予想されるが、ノルムが十分小さ

くなる次数で打ち切ればダイナミクスを精度よく記述するはずである。ノルムが小さく

なるかどうかは、ホッピング振幅 t
(n)
ij が (U − nΩ) とくらべて十分小さいかどうかが重

要である。高周波展開では分母が Ωだったので、ハミルトニアンの典型的なエネルギー

g より Ω を十分高周波に取ればよかったが、今の場合は (U − nΩ) の組み合わせが出て

くるので必ずしも簡単な条件には帰着できない。例えば U ≫ Ωの場合は、nを大きく取

れば分母 (U − nΩ)の値を小さくすることができてしまうが、一方で t
(n)
ij は Bessel関数

Jn(A0) ∼ An
0/2

nn! を因子に含むので、外場振幅が小さければ n を大きくしても分子が

小さくなる効果が上回ってノルムは小さく抑えられる。ちなみに、分母がぴったり 0にな

る項が存在する場合は、Ŝ(t)に対する要請が強すぎて級数解が構成できないということな

ので、そのような項が現れた時点で展開を打ち切らなくてはならない。

話を展開理論に戻そう。ここから更にホッピングの交換子を具体的に計算する必要があ

るのだが、その前にさらに高周波展開を行って静的なハミルトニアンの問題に帰着させよ

う。今、問題を二段階に分割したことで、UD̂は各ブロック行列において定数項とみなせ

るので、Hubbard模型そのものを高周波展開するときに要求される U ≪ Ωの条件は必

要なく、低エネルギー有効模型の典型的なエネルギー (ハーフフィリングなら交換相互作

用 J、ドープされた系ならホッピング t)とくらべて Ωが十分大きければよい。van Vleck



展開を用いると、ホッピングの 2次までを残すとき

Ĥeff = UD̂ + T̂0,0 +
∑
m ̸=0

[T̂0,−m, T̂0,m]

2mΩ
+
∑
m

[T̂+1,m, T̂−1,−m]

U −mΩ
(219)

ということになる。

ホッピングの交換子を評価してより具体的な有効ハミルトニアンの形を計算しよう。以

下では簡単のため、斥力相互作用 (U > 0)かつハーフフィリングの場合に議論を限定して

右辺をスピン演算子で書き直し、Heisenberg 模型の形にまとめよう。斥力・ハーフフィ

リングの場合は、D̂ = 0の状態が摂動の最低次で最低エネルギー状態を与える。この空間

に射影する演算子を P̂G で表すと、P̂GT̂0,mP̂G = T̂−1,mP̂G = P̂GT̂+1,m = 0となるので

P̂GĤeffP̂G = −
∑
m

P̂GT̂−1,−mT̂+1,mP̂G

U −mΩ
(220)

= −
∑

ijσi′j′σ′

∑
m

t
(−m)
ij t

(m)
j′i′

U −mΩ
P̂Gĉ

†
iσ ĉjσn̂jσ̄n̂j′σ̄′ ĉ†j′σ′ ĉi′σ′ P̂G (221)

= −
∑
ijσσ′

∑
m

t
(−m)
ij t

(m)
ji

U −mΩ
P̂Gĉ

†
iσ ĉiσ′ ĉjσ ĉ

†
jσ′ P̂G (222)

となる。ただし、二行目では (1− n̂iσ̄)と (1− n̂i′σ̄′)は P̂G の作用のもとで 1に置き換え

られることを用い、三行目において射影のもとで生き残る項は i = i′, j = j′ のみである

ことと (ハーフフィリングの場合に限り)n̂jσ̄n̂jσ̄′ を P̂G の作用により 1に置き換えられる

ことを用いた。ここでスピン演算子

Ŝi =
∑
σσ′

1

2
ĉ†iσσσσ′ ĉiσ′ (223)

に関する恒等式*89

ĉ†iσ ĉiσ′ =
n̂i
2
δσ′σ + Ŝi · σσ′σ (226)

*89

∵ ĉ†iσ ĉiσ′ =
∑
ss′

 ĉ†is
δss′ + σz

ss′

2
ĉis′ ĉ†is

σx
ss′ + iσy

ss′

2
ĉis′

ĉ†is
σx
ss′ − iσy

ss′

2
ĉis′ ĉ†is

δss′ − σz
ss′

2
ĉis′


σσ′

(224)

=
1

2

∑
ss′

(ĉ†isδss′ ĉis′δσσ′ + ĉ†isσ
x
ss′ ĉis′σ

x
σσ′ − ĉ†isσ

y
ss′ ĉis′σ

y
σσ′ + ĉ†isσ

z
ss′ ĉis′σ

z
σσ′ ) (225)



と P̂Gn̂iP̂G = 1を用いると、

P̂GĤeffP̂G = −
∑
m

∑
ijσσ′

t
(−m)
ij t

(m)
ji

U −mΩ

(
1

2
δσ′σ + Ŝi · σσ′σ

)(
1

2
δσσ′ − Ŝj · σσσ′

)
(227)

=
1

2

∑
ij

∑
m

4t
(−m)
ij t

(m)
ji

U −mΩ

(
Ŝi · Ŝj −

1

4

)
(228)

となり、Heisenberg 模型が得られる。ただし外場の影響を加味したことにより相互作用

の強さが変調を受けている。

ここではハーフフィリングの場合を考えたが、正孔をドープした場合には P̂GT̂0,mP̂G ̸=
0, P̂Gn̂iP̂G ̸= 1等の修正が必要になり正孔のホッピング項等がハミルトニアンに加わる。

また、引力系の場合は D̂ が最大値を取るセクターを考えることになり。この場合は η ス

ピンでハミルトニアンを簡潔な形にまとめることができる。
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